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Das Problem, willkürliche Funktionen durch Reihen von Polynomen 
analytisch darzustellen, ist seit Weierstraß') schon oft der Gegenstand 
von Untersuchungen gewesen. Weierstraß hatte für die reellen Funk- 
tionen zuerst einen einwandfreien Beweis dafür gegeben, daß eine 
solche Darstellung möglich ist; seitdem sind noch eine Anzahl anderer 
Beweise von verschiedenen Mathematikern gegeben worden, von denen 
hier genannt seien die Arbeiten von Picard?), Lerch’), Runge®), Vol- 
terra°), Mittag-Leffler®), Lebesgue”), Landau°), Fejer?). 

Das fundamentale Resultat aller dieser Arbeiten läßt sich folgender- 
maßen aussprechen: 

„versteht man unter f(x) eine im Intervalle (a, b) definierte stetige 
Funktion der reellen Veränderlichen «, so kann man ein Polynom P(z) 
immer derart bestimmen, daß für jeden Wert von x in diesem Intervalle 
die Ungleichung besteht: 

fl) - P@)| <a, 


wobei unter & eine beliebig klein vorgelegte positive Größe zu ver- 
stehen ist.“ | 

Bezeichnen wir insbesondere mit P,„(x) das dem Werte = von & 
entsprechende Polynom, so konvergiert offenbar die Reihe: 


(8) P@)+(P;(@) -P@)+{B@)-P@)) +: +(Pa@)-Pr-ı@))+::: 


gleichmäßig gegen f(x) in dem vorgelegten Intervalle (a, db). Die Kon- 


vergenz ist ferner eine absolute. 


1) Weierstraß, Berliner Sitzungsberichte 1885. 

2) Picard, Traite d’analyse. Bd.1, S. 256. 

3) Lerch, Acta mathematica. Bd. 27, S. 339 

4) Runge, Acta mathematica. Bd. T, 8. 387. 

5) Volterra, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 1897. 8. 83. 

6) Mittag-Leffler, Rendiconti del Circolo etc. 1900. 

7) Lebesgue, Bulletin des Sciences math&matiques (1898), S. 278. 

8) Landau, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. Bd. 25. (1908.) 
9) Fejer, Mathematische Annalen. Bd. 58. 
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Ohne auf die in den Arbeiten der genannten Autoren enthaltenen 
Beweise für diesen fundamentalen Satz näher eingehen zu wollen, wollen 
wir uns vielmehr der Aufgabe zuwenden, für die Polynome P(x) ge- 
eignete Darstellungen zu finden. Auch diese Aufgabe ist schon öfters 
von verschiedenen Seiten aus behandelt worden und bildet den Ausgangs- 
punkt für eine Fülle von Arbeiten. Hingewiesen werde hier vor allen 
Dingen auf die aus der Theorie der Integralgleichungen bekannten 
Eigenfunktionen und ihre Verwendung zur Entwicklung willkürlicher 
Funktionen; man vergleiche hierzu die grundlegenden Arbeiten von 
E. Schmidt!) und die in den letzten Jahren im Anschluß an diese Arbeiten 
geführten Untersuchungen, die zum größten Teile in den Mathematischen 
Annalen erschienen sind. Desgleichen ist an dieser Stelle der Arbeiten 
von A. Kneser?) zu gedenken, welche die Darstellung willkürlicher Funk- 
tionen durch die Sturm-Liouvilleschen Normalfunktionen behandeln. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, wie man auf 
ganz anderem Wege zur Darstellung stetiger Funktionen gelangen kann, 
wenn man dabei die Interpolationstheorie verwendet. 

Die Aufgabe der Interpolation besteht ja bekanntlich darin, eine 
Funktion f(x) möglichst angenähert zu berechnen, wenn man die Werte 
kennt, die sie in einer Anzahl von Werten ihrer Veränderlichen annımmt. 
Dieses Problem führt häufig dazu, wie z.B. die Lagrangesche Inter- 
polationsformel, für f(x) als angenäherte Funktion zu wählen einen 
Ausdruck von der Form: 


1) Bu) = II) En) 


wenn man der Einfachheit halber das Intervall (0, 1) zu Grunde legt. 
Die Polynome P,,(x) sind dabei von der Funktion f(x) selbst ganz un- 
abhängig. Bei der Lagrangeschen Interpolationsformel ist insbesondere: 


ae PN. 
(x — 0) (z--) (z .) (2 a) (© —1) / 
pP DE Da DD PTR (N 
(5) q 7) 6 3 ke q ING q ‘) (i ) 
Unter der Annahme, daß f(x) in dem betrachteten Intervalle eine 
stetige Funktion von & ist — diese Annahme wollen wir von jetzt an immer 
machen —, wird man f(x) nach dem Satze von Weierstraß durch eine 


Reihe von Polynomen approximieren können. Es drängt sich uns nun die 
Frage auf, ob die Reihe (1) gleichmäßig konvergiert oder nicht? Es haben 


P,,(2) = 


1) E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. 
Math. Annalen Bd. 63 (1907), 

2) A. Kneser, Darstellung willkürlicher Funktionen; Math. Annalen Bd. 58 
S. 81, Bd. 60 S. 402, Bd. 63 8. 477. 
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nun zuerst Runge!) und unabhängig von ihm E. Borel?) darauf aufmerk- 
sam gemacht und an verschiedenen Beispielen gezeigt, daß durch die 
Lagrangesche Interpolationsformel keineswegs immer eine Annäherung 
erreicht wird, die mit wachsender Zahl der Zwischenpunkte auch immer 
größer wird. Es findet vielmehr das Gegenteil statt. Für den Fall 
der Lagrangeschen Interpolationsformel konvergiert also die Reihe (1) 
nicht gleichmäßig. 

Diese Tatsache nun veranlaßte Borel?) zu der Frage, ob es denn 
nicht möglich sei, eine der Formel (1) analoge 


(2) II,(®) =>: 2) I,,.(&) 


zu erhalten, in der die Funktionen II,,(x) so gewählt sind, daß (2) das 
Weierstraßsche Theorem erfüllt. Er stellt im Anschluß daran eine 
solche Interpolationsformel wirklich auf, die die verlangten Eigen- 
schaften besitzt. Die Funktionen II,,(x) hängen dabei von den Werten 
der Funktion f(x) in keiner Weise ab, sind jedoch etwas weniger einfach 
wie die von Lagrange. 

Borel verfährt folgendermaßen. Unter der Annahme, daß g eine 
beliebige ganze positive Zahl und p eine der Zahlen 1,2,--- g—1 
ist, werde eine Funktion ,,(x) in dem Intervalle (0, «) definiert durch 
folgende Gleichungen: 


Pp,(8) = 0 für 0<2=t a 
(2) = gez — (p— 1)a für —— a Sr 

(3) 2 = 
(2) = — 42 ++ Na für Terz 
9: (2) = 0 für & Set, 


Für die Intervalle (0, n und (a, a) soll die Funktion 9,,(%) 


definiert sein durch die Gleichungen: 


Pos(X) = a für =0 
8) = —ga+a für <<, 
Po9(%) = 0 für & > 


1) Runge, Über empirische Funktionen und die Interpolation zwischen äqui- 
distanten Intervallen. Zeitschr. für Math. u. Physik Bd. 66 (1901) $. 229. 

2) Borel, Lecons sur les fonctions de variables reelles etc. Paris 1905. 8.74. 

3) Borel, loc. eit. S. 79; siehe auch: Bericht über die Verhandlungen des 
III. internationalen Mathematiker-Kongresses zu Heidelberg, 8. 229. 


und 
Pg9(X) = 0 füro<a <a 
(3”) Ser! 


Pg9(X) = 4% — (q — 1)a für Fazı<a. 


Setzt man: : 
1 
(4) 9,(&) = in >) Pra(®), 
0 
so stellt die Reihe: 
(8) f(x) = 9, (%) + Dıl9s (8) — 9-1(®)] 
2 
im Intervalle (0, a) die Funktion f(x) dar. Kann man dann Polynome 


P,,(&) derart bestimmen, daß im vorgelegten Intervalle stets die Un- 
gleichung stattfindet: 


1 
I Ppoka) — Prr&) | < ge’ 
so wird f(x) im Intervalle (0, «) zweitens durch folgende Reihe dargestellt: 


©) f@) = I,@) + DJ.) — 1,-,@)) 


worin gesetzt ist: 


(7) I,(&) 1 Sır(ee) P,®) 


In beiden Fällen ist die Darstellung von f(x) eine gleichmäßige. 
Krause*) hat nun diese Borelsche Formel dazu benutzt, um stetige 
Funktionen durch Reihen von ganzen rationalen Funktionen darzustellen. 
| Sei 9, (X), (X), --- In(&) -.. ein System von Funktionen, die zur 
Entwicklung stetiger Funktionen dienen können. Aus den mannig- 
fachen Systemen dieser Art wollen wir nun diejenigen herausgreifen, 
mit deren Hilfe wir 9,,(&2) im Intervalle (0, a) in eine gleichmäßig 
konvergente Reihe entwickeln können. Man erhält dann: 


Ö Gene) = Dr ek Panle) 


Dann wird sich immer eine positive ganze Zahl m so bestimmen lassen, 
daß für alle Werte von x im vorgelegten Intervalle (0, a) die Reihe: 


*) Krause, M., Über die Darstellung der stetigen Funktionen durch Reihen 
von ganzen rationalen Funktionen. Berichte der Verh. der Königl. Sächs. Ges. d. 
Wissensch. Bd. 58 (1906). 

Krause, M., Über die Darstellung der stetigen Funktionen; Jahresbericht d. 
Deutsch. Mathematiker-Vereinigung, 16. Bd. (1907). 


BE DL 


> rg, (x) 


m+1 
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als si Setzt man also: 


(9)  Ppo(®) - >) eu 20.2), 


so hat man mit P,,(x) eine ganze rationale Funktion gefunden, die der 
obigen Ungleichung genügt. 

Da sich nun solche Funktionen P,,(x) ein für allemal unabhängig 
von der jeweiligen Funktion berechnen lassen, so erkennt man, welchen 
Vorteil die Borelsche Interpolationsformel für die Interpolation bietet. 
Anderseits läßt sich diese Formel dazu verwenden, um beliebige stetige 
Funktionen f(x) in eigenartiger Weise durch Reihen darzustellen, deren 
einzelne Glieder Summen von ganzen rationalen Funktionen sind. 

Es sollen nun im folgenden zunächst verschiedene Darstellungen für 
die Funktionen P,,(x) gegeben werden. In der erstgenannten Arbeit 
von Krause sind diese Funktionen durch ultra-bernoullische Funktionen, 
sowie durch die gewöhnlichen Legendreschen Kugelfunktionen dar- 
gestellt worden. Wir lassen zunächst die Darstellungen mit Hilfe 
der zugeordneten Kugelfunktionen (1. Art.) P,(x), der allgemeinen 
Kugelfunktionen C,(x) und der Jacobischen Polynome X,(x) folgen. 
Hieran schließen sich dann die Entwicklungen der Funktion @,,(%) 
mit Hilfe der für ein unendlich großes Intervall definierten Polynome — 
der sogenannten U-Funktionen [Hermitesche Polynome] — und der 
T-Funktionen Sonins, und zum Schluß sollen die Entwicklungen 
nach trigonometrischen Funktionen gegeben werden. In einem folgenden 
Abschnitte soll die Borelsche Funktion für beliebige Zwischenpunkte x, 
definiert werden und dann der Zusammenhang dieser Methode mit 
anderen Methoden, die zum Teil in den oben angeführten Arbeiten, die 
Darstellungen stetiger Funktionen betreffend, angewandt sind, gezeigt 
werden. 


81. 
Darstellung mit Hilfe der Kugelfunktionen. 


Wir beginnen mit der Darstellung durch die Kugelfunktionen, die 
zwar zum Teil bereits in der erstgenannten Arbeit von Krause*) ge- 
geben ist, jedoch hier in Rücksicht auf die folgenden Entwicklungen, 
von denen sie ein Spezialfall ist, zur Vergleichung kurz angeführt 
werden soll. 

Unter der Annahme, daß «a eine positive Größe und kleiner als 1 
ist, lautet die Entwicklung der Funktion g,,(x) nach Kugelfunktionen 
innerhalb des Intervalles (0, a): 


(1) Ppı(k) Sion (x), 
und es ist dabei zu setzen: 
er p+1, 
qQ 2 
Her) — ((a= — (p— 1)a)P,(a)d& ee q© + (p+1)a) P.(@)da. 
ne, 2: 
ı q 


Mit Hilfe der bekannten Formeln: 
_ En (X) — iu —1 @) 


(n—1)2?+1)P,(@)—nzP,_1® 
n-D:n+% 


läßt sich c/?? berechnen; man erhält: 


2 1 
(2) na ra fer: 2A, 4 Araıl, 


mit der Abkürzung: 


eo 


Es ergibt sich insbesondere für p—= 0: 
W) Bl) = DR, (a) 
0 


*, Krause, 2.2. 0. 83. 


2 (0 er, 1 5 ’ 
(2') ee I 


wobei zu setzen ist: 


Aa pr) 


n+1 
Für p=g folgt: 
5 Pl) = DH” Pe) 
0 
mit: ET STT, 
2 
In = (lee were om 1)a) P,(@)dx 
g—1 
q a 
7 1 
(2") = 73 (4-1 Art an + 2) [ Pa(a)da). 


Um den Koeffizienten c/?? eine ihre numerische Berechnung etwas 
erleichternde Gestalt zu geben, transformiert man den Ausdruck (2) 


bez. (2'), (2”) auf folgende Weise. Man entwickelt P, Fa), 


p+1 Fl p+1\: 
Bea), Pr—ı( : a), Pal ; a) je nach dem Taylorschen 
Lehrsatze und setzt dann die bez. Reihen in die Ausdrücke (2) ein. 


Setzt man dann zur Abkürzung 
ee 
q 


=!T, 


wobei natürlich dieses x nicht die Variable in (1) ist, so wird der 


5 2r—+1, € 
Koeffizient von «a Er. 2 u 


n+2 (pg) 
2n+1 "” 
gleich dem folgenden Ausdruck: 
> Per t2,g) = Perg) - per +Dg) PEN) 
2r+2l(n+1) 2r+2!n-—1) 2r+1!m+1) ° 2r!n+1) 
p@r+2 Per+1 a) 


+ 20 ar 2r Film 1%) 


Unter Berücksichtigung der beiden Gleichungen: 
Pr (a) = Pf (X) - (nr +1)PF a) 


und 
(1-22) PE *”(@)-2x(2r+1)PY FO a)+In(n+1)-2r(2r+ 1)] PX?’ (@)=0, 
geht dieser Ausdruck in den folgenden über: 


n+y[n+1)n— (2r+ N nn+1)—2 PRg), 


2r-+2!(mn:— 19 2r+2!(n-—-1) 


N 


Daraus folgt: Ri 
pP @ 2r+i1 
(p FR n [74 


Wenn man jetzt eine ganze Funktion von x vom Grade (n + 2) 
durch die folgende Gleichung definiert: 


(4) Rule) = Pı(&) 


so ist R,(x) hierdurch offenbar bis auf eine lineare Funktion von & 
bestimmt, die für das folgende aber ohne Belang ist und daher gleich 
Null gesetzt werden kann. 

Dann läßt sich c/?” schreiben: 

wD_2n+t [4 ee pa p+1N\], 

5) > a-(2)[ Re a) — 2R,(&e) + R(e- DIE 

Wenn man mit # und #' zwei Größen bezeichnet, die zwischen O 
und 1 gelegen sind, so kann man auch schreiben: 
p (PP a) + P, (e7°.) 


(6) a" .a.(2). N q q 


2 


Um nun die Konvergenz der Entwicklung (1) zu untersuchen, be- 
achten wir, daß mit wachsenden Werten von » die Kugelfunktion 
P,(eos®#) sich dem asymptotischen Werte nähert: 


P,„(cos ®) -V | (m + 5)? + 4 
Sie wird also mit wachsendem Werte von n sich von der Ordnung „ 
der Null nähern. 

Die Konstanten c?? zerfallen nun in zwei Teile Der eine Teil, 
den wir mit y® bezeichnen wollen, enthält nur Kugelfunktionen mit 
dem Index (a — 1). Der gemeinsame Faktor dieses Teiles lautet: 

2n+1 

(rn FM’ 19) 
er wird also von der 2. Ordnung unendlich klein, wenn » unendlich 
groß wird. Damit aber folgt, daß sich ein Wert m von %n immer so 
bestimmen läßt, daß die Summe: 

Dre” Pal) 

m+1 
für alle in Betracht kommenden Werte p und x dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als er 

Der andere Teil von c®?, den wir mit 0? bezeichnen wollen, 
enthält nur Kugelfunktionen mit dem Index n. Diese werden von der 


a 1: Ba es 


ten, ö daher von der ten Ordnung unendlich klein, wenn » unendlich 


groß wird. Hieraus folgt, daß sich auch hier eine Zahl m so bestimmen 
läßt, daß die Summe: 
Dir? P, (x) 
m-+1 
für alle in Betracht kommenden Werte von p und x dem absoluten 
Betrage nach kleiner als = ist, denn die Glieder derselben werden von 
der 2. Ordnung unendlich klein. 
Es folgt der Lehrsatz. 
Es läßt sich eine ganze positive Zahl m so bestimmen, 
daß die ganze rationale Funktion: 


P,.(&) = Duck? P,(@) 


0 


ım Intervalle von O bis a die Funktion 


Pp() 
mit der gegebenen Annäherung 
2 
2’ 
darstellt. ws 
82. 


Entwicklung nach zugeordneten Kugelfunktionen. 


Als zugeordnete Kugelfunktionen*) werden bekanntlich die 
Funktionen bezeichnet, die bei der Entwicklung der in dem Laplaceschen 
Integrale für die Kugelfunktion auftretenden Funktion [e + cos gya®—1 |” 
in eine nach den Kosinus der Vielfachen von @ fortschreitende Reihe 
als Koeffizienten auftreten. Bezeichnet man sie mit P,(x), so ist: 

rn, N n—»)! nd 
Doreen 


Dabei ist v» positiv und kleiner als » angenommen. Danach ist 


also: (n—-v)n—v—1) 


2-2 n—]) 
er n—v)n—-v—|1) de len) res, \: 
2.4-.(2n—1)-(2n— 3) 
*, Man vgl. Wangerin, Theorie der Kugelfunktionen und verwandten 


Funktionen. Enzyklopädie der math. Wissenschaften Bd. 2, S. 695f.; 
Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 2. Aufl. 1. Bd. 


an—r—2 


P,(x) =ya® — 1” I’ = 


Ferner ist zu bemerken, daß: 
n 7 
Pa) =i3— nme; Fa)-@-1%; 
Pa let ne. eh, (a) fürvcn 


Wir wollen weiter die mit («°— 1)? multiplizierte Funktion P/(«) 
durch ®,(x) bezeichnen; dann ist: 


Pa) = @®— 1): P(@) = c(@®— 1) 


al (- = — AN N, ze) 


ASP 2 


Die zugeordneten Kugelfunktionen genügen der folgenden Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung: 


d!P («) d.P*(&) : ; 
a 20 + nn + 1)- a! P@) = 0, 
die sich auch schreiben läßt: 


dp (a) 
d|(1— 23) 
| an ier ie, In(n+ N) Pre 0: 


Die Entwicklung einer Funktion nach den Zugeordneten wird er- 
möglicht durch das Bestehen der folgenden Integralsätze: 


BT 
[Pr Pr@)dz —=0 firn=m 
+1 = 


fir: ar . EM BEN _ 1, 


Fe [1-3-.5-.-.(2n—1)]? Fa a” 


et 
Die Zugeordneten mit verschiedenen Indizes n und konstantem 
Index »v einerseits, als auch die mit verschiedenen Indizes » und kon- 
stantem Index » anderseits sind durch eine Reihe von Rekursions- 
formeln miteinander verbunden. 
Außerdem sind die verschiedenen P,(x) mit verschiedenen Werten » 
und» durch eine Anzahl von Rekursionsformeln untereinander verbunden.*) 
Bemerkt sei hier noch, daß F. Neumann die Zugeordneten etwas 
anders definiert; er setzt nämlich: 


Pay(a) =V®— 


En jyalzad = 3.5: Ep (n); 


n—»)! 


un) 
da’ 


*, Man vergleiche hier Heine, Handbuch 1.Bd. 8. 259. 


Wir wollen jetzt dazu übergehen, die Borelsche Funktion 9,, (&) 
nach den Zugeordneten zu entwickeln. 

Unter der gleichen Annahme wie bei den einfachen Kugelfunktionen, 
daß nämlich a eine positive Größe kleiner als 1 sei, entwickeln wir im 
Intervalle von O bis a, aber nicht 9,,(2), sondern wir multiplizieren 


9,,(%) mit (x? — 1)? und setzen: 


9,9(): (a — 1)? = > Bm). 
n 
Dann folgt: i 
(1) Pr) = Dan (1) ? Pr) 
Da 


Es ist hierbei: 
+1 RE 
Je-1)?9, (© P}@dz 
Mn ZI —  ———— Sr Ss IR ..; a fie 2 1): Pr) Pr(a)dz, 
SF,@P,@d« a 


—1 


oder, wenn man ®,(x) einführt: 
u Ant 
ee er fr Pr) Brad. 


Erinnert man sich daran, wie 9,,(&) definiert wurde, so folgt: 


4 1 Kg 
Dann” lan @ - DalBıla)dr 
9a—1 


q 
1 
Pl. 


+ fi ee nee, 


2 


Es bestehen nun folgende Formeln: 


2 % v n-tv v 
I LSOLE = 4,21 Pa@) - 451) an) Pr-ı@) 


und 


”..gp (n-»—-1)a*+1) n?— 
1 ZOO eier ner) 


bei deren Anwendung sich c?? in folgende Form bringen läßt: 


Te > 


4 1 1 c 
(2) e De ee (Aa 2A, Al; 


allgemein ist hier gesetzt: 


ra r? a? da as v„+1)(n-+») v ra 
re Meer = N—Vv— 1j+ (n—1) (n+v+1)n—v—1) raßı-ı(,) 


Wir erhalten also eine der Darstellung (2) bei der Entwicklung 
nach den einfachen Kugelfunktionen analoge Form für die Koeffizienten 
c?®, Dies legt den Gedanken nahe, zu untersuchen, ob es nicht mög- 
lich ist, diese Koeffizienten auch in eine der Form (4) des vorigen 
Paragraphen analoge zu bringen. — Wir verfahren zu diesem Zwecke 


ebenso SE im $ 1, d.h. wir ee die Funktionen ®, (ea), 
Br -a), PB. -ı (ea a), B An a) nach dem Taylorschen Lehr- 


satze A zwar in folgender Weise: 
Pr Fr a) = 2 (7 7)F: 3% Ri Br (2) = (2) er Bı km) E 
Erg role ie: 


Setzen wir dann diese Entwicklungen von ®, und ®,_ı in (2) 
ein, so wird in: 


ee 1)r. En Elan (P9 


2n+1 a) ee 
der Faktor von 
a 2r+1 
(7) 
_ folgender Ausdruck sein: 
x? ade 3A CH) 1 ae 2x Ir) 
(Or+2)Imtvt1) dat? BrtYimr—1) datt? " (mtotn@rtN! datt 
1 d"B,@) 2(n +) +1) Bm 1 
+ ı ea 2 eb Zr RBB re - NE EEE 
ar!lntv+1) da?” (an—1)(n+v-+1)(n—v—1) ea", Or +2)! 
2 nt )w+1):x TR, _ 1) 


Ar +)! an-NYnt+v+1)n-»-1) dat 
wobei wir zur Abkürzung gesetzt haben 


Arm 
q 


Wir können die Glieder geeignet zusammenfassen, wenn wir fol- 
gende Gleichungen beachten. 
Es folgt zunächst aus der Formel: 


Pu 


n+v d®,_1ı@ „ar 
2n—1 ac: on re LE ACH) 


durch (2r + l1)maliges Differenzieren: 


n+r TR a) 1 FB, 
ren a le = ntv z2r FORTE 


2 r maliges Differenzieren der Differentialgleichung, der die Zugeord- 
neten genügen und die oben angegeben wurde, gibt folgende Gleichung: 


Bee) + 2W 1-2) Bra) 
+ |@ +)n—-v+1)-2r(@r—-2v + DI Ba. 


Wir erhalten, wenn wir diese Formeln benutzen, zunächst: 


Be ne an 
er +23)!n+r+1) Ar+3!m-v—-1I) A@r+23!n+v+1) n-v—1) dert? 
(tel __ Stets, xet0e 
Br Hl)! n+r+H) @r+2)!n+r+1)n—-v—1) lee ja 
1 2:9 +1 —2 
bes: SEN — nn _ 1 Ir P.(@) 
n+r +) Ar din Fr Ymn 9 dx 
ie 2 en 
Er Er Dr EEE EN E 


@r+2)!mn—-v—1) | @r +3! (n-»=D a Re) 


man Zr 3nm2 da ntv-+2 der 
Tore 


Der Koeffizient c?? rd eleordie Gestalt annehmen: 


3) re Ve >> gr ee (e nr 


a er 


Wenn wir jetzt eine ganze Funktion von x vom Grade (n+v+2) 
einführen, indem wir setzen: 


(4) F (0) = Bea), 
so können wir dem Koeffizienten c'”® auch noch folgende Gestalt geben: 


6 (RE) -eRrEn) +Erle)] 


ION DE 


Ist nun die Entwicklung (1) gleichmäßig konvergent oder nicht? 
Um für die Zugeordneten für große Werte von n einen asym- 
ptotischen Wert abzuleiten, wollen wir beachten, daß die einfache 
Kugelfunktion sich mit wachsendem Werte n dem Ausdrucke näherte: 


2 . 1 7 
V- sin, u (n ar =) ie =. 
Nun war ja P,(x) ae durch folgende Gleichung: 
2% d’P Au, 
> 2 
Bl) — ne - 0°. 

Ersetzen wir hier wi a seinen en Wert, so 

erkennen wir, daß der »t° Differentialquotient von P,(x) in bezug auf 


p. 
Es ist nun noch der Faktor: 


n vom Grade (v— 5) ist. 


ın —v)! 
Iran) 
zu betrachten. 
Für große Werte von » läßt sich schreiben: 


1 
br EN EI N FETT 
ARE N nr Tn+o)=Y2xe n \ 
mithin erhalten wir: i 
ins te zes re ru 
(n—»)! Mn)! yYan _ Ya:n’ 
1:3-.5-:.2n—1) - OR! EZ gn 


Der in c?? noch auftretende Faktor a” läßt sich mit Hilfe der 
angeführten Formeln folgendermaßen schreiben: 
,„. 1:35. -@n-nJ 


(n+r)!n—»)! 
EN Nr nr ED ein Sran]er 1 
nFi)n 2) 2: mtr) un nn! 
u en 2 27, 


n+1)nm+2)--:n+») zn 
Wir wollen dies nunmehr auf unseren Fall anwenden. Benutzen 
wir die Form (2) für die Koeffizienten c??, so können wir cd”? 
wiederum in zwei Teile zerlegen, von denen der eine nur Funktionen 
P,(x) mit dem Index », der andere nur Zugeordnete mit dem Index 
(n —1) enthält. Bezeichnen wir diesen Teil mit y'??; jenen mit 0%”, 
so erkennen wir folgendes. Es ist: 
(— 1/r:y#9 — ur 2: n+v)w+1):a | 
nn +v+YD(n—r—-N)n+vr+1 


[o- PL, (@ = a) — IHR, (22) +0 + DB (a a))- 


2* 


BEN Nr 


Dann können wir nach dem Vorangegangenen sagen: die Glieder der 


Summe: ee, 
Shrr9P;@) 
0 


_ werden mit wachsenden Werten von n von der ÖOrdnungszahl 3 un- 
endlich klein, denn abgesehen von den von n unabhängigen Faktoren 
ist zu berücksichtigen der Ausdruck: 
nti1)(n-+») gr. g” 
nt, n+v+Y)n—-v—N(2n—1) ge 
und dieser ist in » vom Grade — 3. Man erhält den Satz: 
Man kann eine ganze positive Zahl m für » derart bestimmen, 


daß die Summe: oo 

Du" Pı(@) 

m+1 
für alle in Betracht kommenden Werte von » und x dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als: 


a 
gq? 
Ferner bemerken wir, daß die Glieder der Reihe: 


Dr” Pa) 
m+1 
mit wachsendem Werte von » von der Ordnung 2 unendlich klein werden. 
Somit erhalten wir den 
Lehrsatz. Es läßt sich eine ganze positive Zahl m so 
bestimmen, daß die ganze rationale Funktion: 


Py(&) = > N — 7 ap, (2) 
0 


im Intervalle (0, a) die Funktion 


Pp2(%) 
mit der gegebenen Annäherung 


2 
u 
darstellt. BR 
8 3. 
Lösung des Problems mit Hilfe der verallgemeinerten 
Kugelfunktionen. | 


Wir wenden uns jetzt zu den Funktionen, die bei der Entwicklung 
des Ausdrucks: [1 — 2«% + «a?]” nach Potenzen von « als Koeffizienten 
auftreten. Von den vielen Autoren, die sich mit diesen Funktionen 


A 5 gen 


beschäftigt haben, sind vor allen Dingen die Arbeiten L.Gegenbauers 
hervorzuheben.*) 

Es werde der Koeffizient von «@” in der Entwicklung Bauen Aus- 
drucks bezeichnet mit O,(x), so ist: 


(n+r—i)! a le 0 n(n— 1) (n—2) (n—3) „_ IR. 
Hd), me en Ts en an 
und es ist O,(x) ein Integral der ne 
4°C), (&) 
OR BER ai BE Pa =o: 
die sich auch in der Form schreiben läßt: 
2v-+1 ao, _ +2 2v—1 ; 
(a) SE - I er ," nn a) ? CHR). 


Von Rekursionsformeln seien hier folgende erwähnt: 
(b) (ra +) rl) -—2(n + v)zOn(a) + (ln +27 - 1)-ı(a) = 0; 


ne )  dO„_,@ 


dc, (x) NEN, 
(d) ET Te ergr (n + 2v —- 1)0,-1(8); 
d40,_,(@) a0, (x) R 
(e) ar FREE a nCn(&); 


ac” a 0), (&) Fe en + 


(f) 2vOHrZı(l® )= DE (v— N ONE ). 


Auch für die CO, existiert ein Integraltheorem analog dem der Kugel- 
funktionen; es ist nämlich: . 


ia 
Je z 0,(&) Om(a)dx = 0 für nm 
3 . : (4 1 
” 27a» +1). @v4n-ı) TG)T@ HH) 
ur 25, RAR or ee we 


ee) a ieataringaben findet man in dem genannten Artikel von Wangerin 
(a. a. O.), sowie in dem 10. Bd. der Jahresberichte der Deutschen Mathemat. Ver- 
einigung: Burkhardt, Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen $. 872 f. 
s. auch Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 2. Aufl. 1. Bd. 

Gegenbauer, Wiener Sitzungsberichte Bd. 70,. (1875); Bd. 75, (1877); 
Bd. 102, (1893). 


I 2 


Diese beiden Integralsätze ermöglichen die Entwicklung der Borelschen 
Funktion in eine nach den Funktionen O,(x) fortschreitende Reihe. 

Zuvor sei noch bemerkt, daß, falls v» eine ganze Zahl ist, sich die 
Funktionen O0,(x) auf die Funktionen: 


O,(&) = .., resp. (X) = De (= 008%) 


zurückführen lassen. 
Wir wenden uns nun zu der Aufgabe, die Funktion 9,,(x) durch 


die CO), darzustellen. 
Unter derselben Annahme über die Größe a wie in den beiden 
vorangehenden Paragraphen haben wir also: 


(1) Pro() -I) ae: (x) 


und es ist für 
27 2v hi: 2otn-ı DG)Potz) on 


n! n+v)IT) 
zu setzen: 
ti 2 —1 
frau) = OHla)dr 
—1 
2: 21, 
2v—1 g 2v—1 
- fa- a?) ? ? (g«—-(p —1)a)O,(@)dx + [a2 i (-90 +(p+1)a)Or (a) de. 
Pt 22 


a 
2 


Mit Hilfe der beiden Formeln: 


(h) NE Der ae) nu) 


v—1i 2v—1 


@ fra-2) * Gain. re 


(n—1N)(n+2v+1) 


läßt sich c?? so umformen, daß es folgende Gestalt annimmt: 


27.(9+1)---@v»t+n—1) T(I)T(vr+4) 2 
I er een no) Den (d-1—24,+Ap4ı), 


wo allgemein gesetzt ist: 
2v—1 


4.-(1-(9) 


tr) 


92 


Um die Koeffizienten c”®” noch etwas umzugestalten, verfahren 
wir folgendermaßen. Wir entwickeln nach dem RE LLN Lehrsatze. 
Wenn wir abkürzungshalber schreiben: 


2v—1 


y (1 re «°) un p(x), 
haben wir also: 


er - 
Go 


tler 
„le elr/ker Br in () ers) 
en: ICHOREUCH 


He 


MT )-l)+ 2002,20) 4(0) ee) +. 


Führen wir dies ein in (2), so erhalten wir, wenn wir setzen: 


x en, 

q 
Irt1., 

für den Faktor von: a (2) en 


n+2v»+1 29-2» +1):--2»+n-1) TA)To+4) 


2 n! n+r)Iü ” 
den folgenden Ausdruck: 


Dieser läßt sich so schreiben: 


x® ee ae) 0" TI) 9"'@ 
en an ner ara art 
2.0 ee ® RIO RO CART) ] 
u En rm La erg nt 
ı 1er ee) a TI 
Te are Ole ar Zope; art) 
1 En 0 re TIEF" 
El nn ann a terad 
2 tl) Ay tn Near I VErTDg ea) "(x 
a ner ne + 
Se rer) or Tg" (a) 
Rn) anf%) Larrg Pt Ten + ad 1% | 


ng ' 
Te ae ara 0) P(« Nana Mae C(&) (x) 
n [O9] + — — —-[G,@)o@)] 


De 

+1) 2» +n-1):n dr? 

nee 
Saar rn) RATTE 

nn— 1) (n+ 2») rer. 


2v—1 
Aus der oben angeführten Formel (h) für f (1-22) ? Ola)dz 
folgt, wenn man (2r + 2)mal differenziert: 
art? 
(k) (n + 2v — ) le 
dert? N dr+! 5 
END as \y(2)Or(&)] — n(n + 2v —2r — 2) ae [p(x)CH(a)]. 


Wir wollen eine weitere Gleichung ableiten, indem wir die 
Differentialgleichung der verallgemeinerten Kugelfunktionen in der 
zweiten Form (a') einmal integrieren. Differenziert man sodann, so 
kommen wir zur folgenden Differentialgleichung: 


d? rm d rw 
d A-9),4ln)yR) + (27 - Hr ,,|l)y@)l 
+ (a + 1) (n #20 = 1) [dp 
Differenzieren wir diese Gleichung 2rmal, so gelangen wir zur folgenden: 


re | rt, 
(m) 1-0) [Opa] + (2v — Ar — en AEIEe AL) 


+ {nm +23 -D)(n+1)—- 2rlr — 2» +2)) ® 


a, da? 


IH] = 0. 


Mit Hilfe der beiden Gleichungen (k) und (m) läßt Bin nun 
der Faktor von a (7 folgendermaßen on | 


a Dee ER 1 en iT: 
ar H2!m+2%) 2r+2!m-1) 2r+2!m+2%») m- 1) 
2 _ m+2v—-2r—2)(2v+1) 2v-+1 
ar +ti1!(n+2») 2r+2!m-+2%» (n— 1) ee 
1 R+2v-2r- NR +) 
a: ren 2r+i1l(n+2v) n—1) in da?” autor. @) 


5° (n +2») BT ; das ; 
el N) [9 (2) Or(&)) + (dr - 2v+ 3)0, rilP@) al) 


2-(r—»)(@r+2) d’” N 
ae LADEN] Er en [p()CH(@)]. 


lol: 0) 


dr! 5 
% FIRE Ip (x) Or(&)] 


Es ıst also: 


(p9) n! 2(n+»)T(v) a? 
m — — — — : — 
27-29 +1-.--2v»+n-ıT(Z)T(le44)g 


Sea an [p(&) Cha]. 


Man kann den Koeffizienten auch in folgender Form schreiben: 


(4) 


(ED _ n! BER RAleEVEINY) (2) 
(5) | ö Fl r(Z)T(»+3) a 
| (Ra) - 280 20) 4 Ha); 


man erhält diesen Ausdruck, wenn man die Funktion SV’ (x), die vom 
Grade (n-+2»v + 1) ist, durch die Gleichung definiert: 


2v—1i 


(6) Sa) =(1-) ? Ola). 


SW (x) ist damit bis auf eine lineare Funktion bestimmt, die man 
jedoch, da sie ohne Belang für die Rechnung ist, der Null gleich an- 
nehmen kann. 

Es bleibt nun noch die Aufgabe, die Konvergenz der mit den 
Koeffizienten (2), (4) oder (5) gebildeten Reihe (1) zu untersuchen. 

Man kommt rasch zum Ziele, wenn man das Verhalten der Funktion 
O0, kennt, wenn man n immer mehr und mehr wachsen läßt. Zu 
einem asymptotischen Ausdruck für die C, gelangt man leicht, wenn 
man eine Methode anwendet, die Darboux*) angegeben hat. Das 
Verfahren läßt sich kurz so aussprechen: 

Wenn eine Funktion f(z) auf dem Konvergenzkreise unstetig wird 
nach Art der algebraischen Wurzeln, so daß man schreiben kann: 


fe) = e)*p(e) + v2) 
— wobei p(z) und »(z) Funktionen sind, die man nach Potenzen von 
(2— «) entwickeln kann —, so erhält man die Koeffizienten von f(2), 
wenn man die Entwicklung dieser Funktionen ersetzt durch die Ent- 


wicklung von: p(a)(e — a). 


Darboux hat diese Methode benutzt, um für die gewöhnlichen 
Kugelfunktionen sowohl als auch für die Jacobischen Polynome 
asymptotische Ausdrücke zu bestimmen. Wir wollen das Verfahren 
jetzt für die Funktionen C,(x) anwenden. 


*, Darboux, Memoire sur l’approximation des fonctions de tres grands 
nombres ete. Journal de Mathematique (3) tome IV (1878). 


Re ee 


Es war: 


R=(1—-20x+ a RE): 
0 


Machen wir die Annahme, daß x reell und zwischen + 1 gelegen 
ist, können wir also setzen: 


2 000, 00cm 


so konvergiert die Entwicklung von AR, so lange |@| <1. 
Wir können nun schreiben: 


R=(1-2axe +) ”= (1 —- ve )(l — weriP)?. 


Hieraus ersehen wir, daß R für die Werte «= e-'® und für «= e‘® 
unendlich groß wird von der Ordnung v. Nach der angegebenen 
Methode haben wir nun R zu ersetzen durch den Ausdruck: 


(1 HE Bed er A er a (1 RE ee] EN er 
und diesen nach Potenzen von « zu entwickeln. Der Koeffizient von 
«” wird dann: 
s a lan] ar er Rn 
CO (cos 0) Brenn + (1 - ed) 
Wir wollen einige Umformungen vornehmen; wir schreiben: 
eier (1 SE ee — Er Sr ee 
— eiPr(2sin?d + 2i sin # cos H)=" + e-i9r(2 sin?9 — 2: sin 9 cos)” 
— 279 7" sin" 9 [e‘®* (cos # — i sin 0)" + e-i0*[— cos#® —isin Or] 


2’. sin’O® 


a Rule ln) a A ie 


2m © 


jei2» . eivO = e-i9n ee] 


i 


cos K +v)9 ae 


2’. sin’® 


‚vr vri 
i 


— 217? sin="B. cos ®+98-2].e?.e N 


Wir erhalten also: 


CO, (cos 9) 0 sin-’0 cos| (m au v)d ea 7} 
Da nun 
Lan 


organ 


v—1 
N }) 


so. geht der Ausdruck für CO, (cos 0) in den folgenden über: 


u 


n’! 


CO, (cos H) w or Sg 


cos K +») | 


und, wenn man ferner beachtet, daß 


so folgt: 
C,, (cos 0) «v (=) —— ar cos K +v)0 — a 


Für v= n gelangt man zu dem bekannten asymptotischen Werte 


für die Kugelfunktionen, wenn man noch beachtet, daß Yr = r(;) 
Die Funktionen CO, werden also mit wachsenden Werten von » 


unendlich groß wie ) 


Wir wollen dies Resultat jetzt zur Konvergenzuntersuchung der 
durch (1) gegebenen Entwicklung benutzen. Die Koeffizienten c?? 
lassen sich, wie aus der Form (2) ersichtlich, in zwei Teile zerlegen, 
von denen der eine — wir wollen ihn Aal y‘?® bezeichnen — nur 
Funktionen mit dem Stellenzeiger (n— 1) enthält, der andere 6.7? 
dagegen nur Funktionen mit dem Index n. Der in (2) auftretende 
Faktor von y?? und 6?2 Jautet: 


1-2-3...N rt) DAR 2 


a ee Bern Cem PENn 


Für große Werte von » können wir den ersten Faktor ersetzen durch: 


T(2») 
ri : 


wir erhalten also: 
mt») T)T(2»):2 
TG)T@H3)m (n+27 +1) 
Yn wird nun folgende Gestalt haben: 
P9) _ rRr+)T@TQ%»)2 ‚®e+lnm+t2r-) 
THE HHR Im t27 41) nm+2)m-1) 
[2,—ı P(&2-1) OR-ı (@p-1) — 2% 9 (&,) On(&p) + 2p+1 P (&p+1) On @))- 
Der Faktor vor der Klammer wird von der Ordnung (2v +1) un- 
endlich klein, die Glieder y?? C} von der Ordnung: 2» +1+2—2v=3. 


Es ist weiter ersichtlich, daß die Glieder der Entwicklung: 
090, (x) von der Ordnungszahl 2 unendlich werden. 


Somit gelangen wir zu dem Resultat: 


Be 


Es läßt sich stets eine ganze positive Zahl m so be- 
stimmen, daß die ganze rationale Funktion: 


Pula) Dh? 0xla 
0 


die Funktion 9,,(2) in dem Intervalle (O---a) mit der ge- 
gebenen Annäherung = ; darstellt. 


S 4. 

Lösung des Problems mit Hilfe der Jacobischen Polynome. 

Die Funktionen, nach welchen wir jetzt entwickeln wollen, sind von 
Jacobi!) und P. L. Tschebyscheff?) eingehend untersucht worden. 
Es sind dies die Polynome der hypergeometrischen Reihe, welche die 
in den vorangehenden Paragraphen angewandten Funktionen sämtlich 
als spezielle Fälle in sich enthalten. Jacobi gibt in einer nachgelassenen 
Arbeit für die Funktionen den folgenden Ausdruck: 

a a 67 a a” 
1a +DW+D Wrn-1) da” 

Diese Funktionen X, treten auf als Entwicklungskoeffizienten des 
folgenden Ausdrucks: 


I a-S TR -14+V1- 2 + RP +1 VI 2rE4R)e 7 
2 Az 2atcrt 


III ne (a), 
0 


X,(%) — F(« +n,—n, y, x) Sr; {8 Er ae x) N. 


1:2.3- 


worin zur Abkürzung gesetzt wurde: 
zen ı N 5, 
= 


Sie genügen der folgenden linearen Differentialgleichung 2. Ordnung: 
@) E-DgaX +Hlr HN ++ RX.) - 


die man auch schreiben kann: 


Ye 


Te - nn + ar1(1- 0) "X,(a). 


1) Jacobi, C. G. J., Crelle Bd. 56 (1859); Werke Bd. 6. 
2) Tschebyscheff, P.L., Petersb. m&m. 16 (1870). Siehe auch Burkhardt, 
Jahresbericht d. deutsch. Math. Vereinigung 10. Bd. $ 84 S. 871 sequ. 


WIRT 


Von dieser Form der Differentialgleichung ausgehend, kann man 
dieselbe noch folgendermaßen transformieren: 


Wir integrieren (a) zunächst und differenzieren dann; man erhält 
dadurch: 


ala) [ert3(ı — X.) — [1 e)& — (1—-Y)]ar (1-2) X, 
+n(n + ofar-ı EL SEX, dE—=C 
und hieraus: 
a? _ — d— 
Del? [1-0 X + |(e-9)a+@-7)) 7, [ex] 
| + [nn + @) + (a — Di a0 7a) 70, 
Unter der Annahme, daß 


bestehen die beiden wichtigen Integralsätze: f 
En 
le a rt für n#&m 
(b)1. 
* RS Bern), ENT BEER 
[fr er, FE RENTE T’n+e)Tn+y) Fe 
0 


Man wird daraus schließen können, daß sich in dem Intervalle 
von O bis 1 eine Funktion in eine Reihe von Jacobischen Polynomen 
wird entwickeln lassen. 

Jacobi hat noch einige Rekursionsformeln für die Polynome X, an- 
gegeben und zwar sind es die folgenden: 


(e) E00 A K)t@neo)anT re K-1-%,)=0; 


dXn 
dx 


W dAXn—1, 
nt 1” ax,’ 


(d) NnNX,n—% = nX,_ıt+ 


) Ne + lat) -@n+a+1Na|X, 


(&) (n+ „Kati _ "| @+e-y+1)-(n+a+1)0] 72 


ny 


n+e)n+yn+«-—1) 
a enern Antı 


1 a — 
a x + Ontofrar- Hu] 


(8) 


Be 1 


Für sehr große Werte von n hat Darboux (a. a. O.) einen asympto- 
tischen Ausdruck für diese Polynome gegeben und zwar den folgenden: 


Ki Bingen H[sn[ante-er-0]+ Fi] 
n2 


Wir wollen jetzt die Borelsche Interpolationsfunktion @,,(%) 
durch die Jacobischen Polynome darzustellen suchen. Da haben wir 
also zu setzen: 


Rn 


(1) Ppal@) = mi" Rn, 


0 
und es ist dabei: 


Jr ee dx 


D) 


cr) — 
Jar-ı 1-7 X, X, de 
0 


oder 
1 


RE - fetı — HI 998) Knd 
0 
Pl 


nr 
A, (p-1)a a) ar -"(1- EIN, wert (-92+(p+1)a) a (1-@)e 7X ,dee. 
1 


PP 


[77 
q 9 


Dabei bedeutet: 


iz hal) MEYER Ih 
50 DR Tn+e)T(n+y) 


Die beiden in cr? auftretenden Integrale lassen sich nun berechnen 
mit Hilfe der Formeln: 


fra — 2) IX,dao 


—[[2n+ «—1)e—(n+a—y)|X,+(nt+a—y)X.-ı) 


(h) 


N en 
 nteo)ante-1) 1) 
und 
= 5 ent n+e-yY)n+a-1) 
fr AL (1 x) EX, Be (n+e) ante)” 1 


y(n+a-—y) nn+«—y) yn+«-—y) 
+ ne nt ne een 


| 
() 


Ki uusk 1 POER 
Zu der ersten dieser beiden Formeln kommt man, wenn man von 


der Differentialgleichung (a') ausgeht und diese integriert. Man erhält 
somit: 


n(n + 0) (ar-"(1 — a1 X,(ad)dz = — ar - rlal a). 


Mit Hilfe der Formel (e) geht die rechte Seite über in die folgende: 


Ant at) Kurt [an+ et amt N]nta)&.); 
zu unserer Formel (h) gelangt man dann, wenn man hier X, vermittels 
(ec) durch X, und X,„_ı ausdrückt. 

Die zweite Gleichung erhält man durch Integration der Formel (ce) 
bei Benutzung von (h). 

— Ersetzt man & durch - 


die folgende: 


—1 a— 
DE LE en engen 
(2n+«e—1)n+e)(n- V)EXR,+ 27 (n+«a—1)—n(e +1) a +1]EX, 
+ [d(n+«—-Y)(n+7-1)-(2n+e&-1)(n-1)] X, -2n(n+e-y)(n+e)EX,_ı 
+l2(e -y)n+«+1— 27) - 2n(1— Y)]Xn-ı}- 
Setzt man hier @=y=1 und 2=sing, also &= cos2p, so gelangt 


man zu derim$1für die einfachen Kugelfunktionen gegebenen Formel.*) — 
(pP) 


=, so erhalten wir für die Formel (i) 


Die Koeffizienten c, * nehmen jetzt die folgende Gestalt an: 


1 
(2) I = rar lAr-ı — 24A,+ Ap+1), 
worin allgemein gesetzt ist: 
ray zl/  ra\eny (1firda? 72a he—yrag en 5 A ra 
4-7) ( 2) ie lan @n+e—1)(nt+e) te De taa=nz) 


(e+1)n+«-y) MR+e—y):yq ra 
arte era ı(G ee ran) 


Die nächste Aufgabe wird jetzt darin bestehen, die Konvergenz 


der durch (1) gegebenen Entwicklung zu untersuchen. 
Der Faktor J, wird für große Werte von n folgenden Wert an- 


nehmen: Done 
wenn man nur beachtet, daß 
Bere 1 
T(n + p) = V2xe"mtr-g [14 [1 +6p@—-N]AI+ 8)! 


*) Die Bezeichnung X’ soll nicht etwa einen Differentialquotienten bedeuten, 
sondern lediglich die Funktion X bezeichnen, in der x durch & ersetzt ist. 


— 32 — 


Die Konstanten c?? zerfallen in zwei Teile: y”? und ö7 ?, Der eine 


Teil, 7°, enthält nur Polynome mit dem Index (n — 1) und, von dem 


gemeinsamen Faktor abgesehen, der die Form hat: 


(n+e-—y) a 
n+e+1)(ente—-1 nt) (n-1) J, 


lautet er: 


ee) 
— (a + 1)a|(p = Pl a)X, a) = 299 (2°) X,_,(2%) 
—-(p+1)y ea) Zul all. 


Der gemeinsame Faktor wird mit wachsendem Werte von » un- 
endlich klein werden von der Ordnung: 4 — 2y, die Polynome selbst 
werden unendlich klein von der Ordnung y — = Mithin gelangen 
wir zu dem folgenden Resultat: 

Es läßt sich eine Zahl m so bestimmen, daß für alle in Betracht 
kommenden Werte von p und «: 


m+1 
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als: 
1 


gq? 
Der andere Teil von c?? enthält nur Polynome mit dem Index n. 


Es folgt, daß die Glieder der Summe: Dr 2 X, unendlich klein werden 
von der Ordnung 2. 

Wir haben es also in (1) mit einer gleichmäßig konvergierenden 
Reihe zu tun und können den folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Es läßt sich eine ganze positive Zahl m so bestimmen, 
daß die ganze rationale Funktion: 


M 
P,.(&) = met ?X, 


0 


im Intervalle von O bis a die Funktion 9,,(&) mit der vor- 
geschriebenen Annäherung Zi darstellt. 


Wir wenden uns nunmehr wieder den Koeffizienten c?? zu und 


wollen dieselben etwas transformieren. Dazu verfahren wir so, 
wie wir es schon bei den Entwicklungen in den vorhergehenden Para- 


EI 


graphen getan haben, d.h., wir entwickeln nach dem Taylorschen Lehr- 
satze und setzen also: 


eo) 


1 rer 
TE ER SHORT 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 
p(2) = ar tl — nV. 


n+a+1 Im+DI*G)T@+n-y+D wo 
«+2n P(n+e«)T(n-+y) 


In 


wird dann der Faktor von: Pur, gleich: 


x” Ka 


(n-+ «) (2r +2)! dad’t2 


ınte-p) ar 2% 
 @r+2Y)!n+e)(n—1)(n+e-1) FeelcXe er, Oi ra @)] 


2(nta—y) 
Sermerae + oe) 


BR (e+1)(n+a«—y)- u 
er +Y!ente- 1) (n+o) (m— ae en 


ernten .d”° 
Yerta! !(2n+a— ran ı(@)] 


1.2 N ER, 
(Ar +1)!an + «—1) (n+a) (m— PR, 9), 


wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 


—_.n 


(2r)! FI c) er: 


„Pe, 
q 


Dieser Ausdruck läßt sich bedeutend vereinfachen bei Benutzung 
folgender beiden Gleichungen: 


2r+2 2r-+1 
ar Pa) ı@)]= Ente - n+a-2-2)[P@) Xu) 


- (On+0-1)a-(nta-p)) [po X.a)] 


und: 
at? h ar! 
»(1—%) Ser HALL) +Lr +2 -P)+le—2r—5)e] ei [p(x) X. )] 


+ [a + 


[Die erste dieser beiden Gleichungen erhält man durch (2r + 2) 
maliges Differenzieren der Formel (g). Die andere geht aus (@”) durch 
öfteres Differenzieren hervor.] 


= ‚so lauten die zwei entsprechenden Gleichungen: 


a N ar 
(n+a-7) ger VEOX-ı&))=Fl@n+a-I1)(n+a-2r—2) gerti [d(E) X (8)] 


Setzt man: x EL. 


nta—1)E-(2y—a-1) d’’t? 
Se oe 


und 
1-8) a SE Zeil. ©) 
VOR - 0. 


++ Data rr—a+ 21-7 


Der Faktor von 2a(2) 


die Form erhalten: 


wird dann nach einigen Umformungen 


_n+e+1d” 
2r +2! da?” 
Wir erhalten damit das Resultat: 
Die Koeffizienten c?? der Entwicklung (1) lassen sich in der 
Form schreiben: 


a Mid, (le) el) 


da?" 


(P@)Xr(@)}. 


—— 


Es läßt sich auch hier (4) etwas anders schreiben, wenn wir eine 
ganze Funktion von x vom Grade (n +2) einführen. Diese werde 
definiert durch die Gleichung: 


(6) RN) = — 2° -7X,l@) 
Dann ist leicht zu sehen, daß wir schreiben können: 


In den Grenzintervallen treten kleine Modifikationen der 
Koeffizienten ein. In der Tat, setzen wir p = (0), so folgt: 


(1) Pog(2) = >05 IR, 
0 
und es ist zu setzen: 


1 q 
e9.T, - je u) Pole) Kndx - ((-ax+ a) (1a) YX,de 
: 0 


a Tat 
Man erhält: 
(2) ad, T, = 


wo 


EP 
n+a+1 
A=0. 


Setzt man dagegen p—=q, so folgt, daß der Koeffizient c® der 
Entwicklung: 


1") P92(%) zD: EHIX, 
0 


zu schreiben ist: 


— Av + 4ı)> 


CERTE - (laa— (g—-Naları(1 — a)" X,de. 
gm 
q 
Dies geht über in folgende Gestalt: 
ar) 9. u [421-414 afarmıcı — 0)e—r X,d«. 


n+tc-+1 
für c=oa 


a 


( es . . 
Man kann auch c}? in analoger Weise schreiben: 


| M+ A} afar-!(1- 0) X,de. 
für z=0 


Nach einigen Umformungen erhält man folgende Darstellungen 
der Koeffizienten: 


(5") co -J=0- oz} BEAUOBTONR: ap) Kuta)der 


q 

=. (2) | —R;(0) + R.(2) = En (0) +a fi p(8) X.) de 
oder, da ja: S 
| So &@)de = R.@), 
so folgt: 
(6') 2 In= a: (2) Rx0) + Ru(2)) 


Ebenso wird: 


(N) KT, => (-1Y-a a z, HORAOERT KIOPAONZ 


1 für) 


oder: 


a 


(6") h=a (2) Br a) - R.(a)\: 


3* 


1. Ste 


In den vorangegangenen Paragraphen haben wir immer die Ent- 
wicklung einer stetigen Funktion in einem endlichen Intervalle — in 
unserem Falle war es das Intervall von —1 bis +1 — vorgenommen 
und nur für ein solches endliches Intervall gelten die Entwicklungen, 
die wir aufgestellt haben. Es wird nun die Frage naheliegen, ob sich 
auch Entwicklungen nach solchen Funktionen, die für ein unendlich 
großes Intervall definiert sind, aufstellen lassen. Diese Frage ist zu 
bejahen. Schon P.L. Tschebyscheff hat sich mit dieser Aufgabe be- 
schäftigt. Die Entwicklungsfunktionen, die hier vor allen Dingen in 
Frage kommen, sind die von Hermite und die von Sonin. Hermite 
definiert Funktionen für das Intervall von — oo bis + oo, während 
‘ die von Sonin eingeführten Funktionen in dem Intervalle O bis + © 
definiert sind. 

Es soll nun die Aufgabe der beiden folgenden Paragraphen sein, 
zu untersuchen, ob sich die Borelsche Funktion 9,,(&) mit Hilfe 
dieser Funktionen in der gewünschten Weise darstellen läßt. 


85. 
Entwicklung nach den Polynomen von Hermite. 


Die von Hermite*) zuerst aufgestellten und näher untersuchten 
Funktionen sind durch folgende Gleichung definiert: 


en 
Zug De 
dx” 


U,(&) =e? 


U„(x) läßt sich auch schreiben in der Form: 


n(n—1)(n— 2) (n—3) 


U,(x) = a0? — cs an—2gn AL... 


n(n—1) n—1lyn—2 
me 


Ordnet man hierin nach steigenden Potenzen von x, so geht diese Funktion 
über in: 


me Ä = = = 
und in: für gerades n 
n—1 
Fon = : (n-Nax? mn) n—2)a?x? (n-1)(n-3)(n-5)a’x’? 
1: oem moon 


für ungerades n 


*) Comptes Rendus t. 58 (1864) p. 93, 263. — Diese Polynome sind auch 
von Tschebyscheff untersucht worden. Memoires de l’Academie de St. Peters- 
bourg, 1860. — Betr. Literaturangaben vergleiche die schon mehrfach erwähnte 
Arbeit von Burkhardt $ 85. 


au 1 


Zwischen je drei aufeinanderfolgenden Funktionen dieser Art besteht 
die Relation: 

U„r1(2) — a2zU,(2) + anU,-ı(&) = 0; 
auch läßt sich leicht zeigen, daß diese Funktionen U,(x) einer 
Differentialgleichung 2. Ordnung genügen und zwar der folgenden: 


U, (2) — axU, (x) + anU,(x) = 0, 
die man offenbar auch folgendermaßen schreiben kann: 
22 er] P na U,(&)=0. 
Es existieren dann noch folgende Integralsätze: 
—o 
He Des U (&) Um(&) = 0, für n==m 


2) 


er=2 U,(&) Un(a)dx = ann! V 22, für n— m 


— XD 


welche auf die Möglichkeit der Entwicklung einer Funktion (x) in 
eine Reihe von der Form DA U,„(x) schließen lassen. 


Wir gehen nun gleich dazu über, die Borelsche Funktion 9,,(x) 
in dem beliebig großen Intervalle (0, d) in eine solche Reihe zu ent- 
wickeln und setzen also: 


(1) Pp2(&) => On U,(%). 
Dann zst: 7 f 
Sp. @e 3, Un (x) dx 
P)_ —_o» 
a ER ER 
| fe ? T,o)U,@) de 
oder: pd BAR p+1, 
ie 2% ig 
NT air 
en ar n!V e [g«-(p-1)a]U,(@)dax +fje ? [-90+(p+1)d]U, x) de. 
ei pd 


2 
Zur Berechnung der hier stehenden bestimmten Integrale bedienen 
wir uns der folgenden Beziehungen. Es ist: 


Ba 


1 d 
je "un@a-- fl ur? 
s s x dx 
und da: 
dU,(«) 
1 mUn-ıR), 
so folgt: 


fe En U,(a)de=e ER er). 


0 


Weiter erhalten wir durch partielle Integration: 


x 


Se aun)ane 3” 2 Un 1(0) = DO. sa) 


0 


Sa anal BNOER AO 


a:-n—1l 


= (6 


Der Koeffizient c?® läßt sich jetzt in die folgende‘Gestalt bringen: 


(2) am! V2E. Pr) — n „Ar —1—- 24,+ A,-+ı} 


mit der abkürzenden Bezeichnung: 


a (rd 


4-3) [aran_.(d )+av. (A). 


Es wird sich nun darum handeln, die Art der Konvergenz der durch 
(1) gegebenen Entwicklung festzustellen und wir müssen zu diesem 
Zwecke das Verhalten der Funktion U,(x) untersuchen, wenn » immer 
mehr wächst. Um für immer größer werdende Werte des Stellen- 
zeigerss n einen asymptotischen Ausdruck für die Hermiteschen 
Polynome abzuleiten, gehen wir von der Integraldarstellung der U- 
Funktion aus. 

Diese Funktionen U,„(x) treten nämlich auf als Entwicklungs- 


144 
g : — — h(22-+-h) 2 
koeffizienten der Funktion: e ® “nach Potenzen von h; es ist: 


— — h(22-+h) > h” — (at + Ir 
0 


Man erhält dann für U,„(«) folgende Integralausdrücke: 


BL L3gr) Ir 


n 505 ir 
U,(2)= (- 1) Vz fe 2a freos2xtdt für gerades n 


{ee} 


n+1 = air 
U„,(&)= (-1) ? »Vz/« ?a frsin2xtdt für ungerades n. 


Diese Darstellung findet sich bei Kiehl.!) Anderseits kam Mehler?) 
gelegentlich einer Arbeit über die Kugelfunktionen höherer Ordnung 
auf Funktionen, die er mit x” bezeichnet und die sich von den 
Hermiteschen Funktionen nur durch einen Zahlenfaktor unterscheiden. 
Setzen wir einmal a=2, so ist nämlich: 


a = (2)-retr ET (2)-rV,(R). 
ee det were > 
Für diese Funktionen x” führt Mehler dann noch die folgende Dar- 
stellung durch ein bestimmtes Integral an. Es ist: 
m ER 
U,(0) = (- Dr. — fr —EoP gm gt, 
Vr* 


ee) 


Dieses Integral stimmt mit dem von Kiehl angegebenen überein, 
wie man sich leicht überzeugen kann. 

Zu dem allgemeineren Falle, wo a nicht den speziellen Wert 2 
hat, gelangt man von hier durch die Substitutionen: 


Vin, 1 Vin 


dann geht das Integral über in das folgende: 


Y- 


I LER 1 / ae lei 
U,(&) = (- er Va Viel sia, 


worin für x’ und t’ die Bezeichnung x und i gewählt ist. 
Wir wollen diesen Ausdruck jetzt in geeigneter Weise umzuformen 
suchen. Wir bemerken, daß wir schreiben können: 


1) Kiehl, Inauguraldissertation, Greifswald 1866. 

2) Mehler, Über die Entwicklung einer Funktion von beliebig vielen 
Variabeln nach Laplaceschen Funktionen höherer Ordnung. Crelle, Bd. 66 
(1866) S. 174 sequ. 


=, A 


ir .ertzi — ee COS (21% E 7) - isin (2t% = 7) 


und erhalten damit: 
+» 


U,„(x) = (— 2)” Va 2% “fe me [eos (212 = 7) +isin (2 iD | dt. 


—% 


Je nachdem nun » eine gerade oder ungerade Zahl, erhalten wir einen 
der oben stehenden Integralausdrücke für die Funktionen U,„(«). 
Wir wollen jetzt das Integral weiter transformieren, indem wir 


tzen: — 
setzen 5 Yan 
Dann folgt: x k er 
jn mel tn (4022); 
ee a nz) 
und es ist: 
0,(2) =(- 27 Ve“ a fe ae "eos|aYan +22] a8. 


Van 
2 


Dabei ist zur Abkürzung gesetzt: 


9-28 -nig(1+9V-) 


Wir zerlegen nun das Integral in drei andere J,, J,, J, mit den bez. 


Van a 


37m; —m, +m; m, ©, wobei m positiv und ya 
‚angenommen werde. Innerhalb der Ionen ist dann 6 offen- 
bar beständig positiv; es sind daher J, und J, verschwindend klein, 
sofern nur m mit n zugleich unendlich wird. Man kann aber die 


Größe m zugleich so langsam wachsen lassen, daß in J, beständig 


_ 9 ist; dann wird: 


Grenzen: — 


Bu 
J,= cos [eyan — she a cos2x9 dB. 


— m 


Da nun: > 


Serena ee“, 


0 


— 41 
so können wir das Integral J, berechnen und zwar 


Falle 8'— 2 FR. 


ist, da in unserem 


> 49 4 92 = 
fe a c0os2x9dH VE : 


0 


Damit erhalten wir den folgenden asymptotischen Ausdruck für U,(x) 


U„(&) » (— ap. Vet. (Vie er 2 *oos| a an — | 
Wir haben uns dabei auf den Fall beschränkt, daß n eine gerade 


Zahl ist; ganz ebenso können wir nattirlich auch das Integral für un- 
gerade n transformieren. 


Wir wollen nun untersuchen, ob die durch (1) und (2) gegebene 


Entwicklung der Funktion ,,(x) gleichmäßig konvergent ist oder nicht 
Der in dem Koeffizienten c?? auftretende Faktor 


a". nıV%* (n —1) 
läßt sich schreiben: 
1 


any ®® (n—1)Y2an”* de—" 
Die en | 


— U. UT bez. ER de 
ar. n!V — 2 ar. n!V — Eu 
) ) 


können demnach, wenn wir für U, den oben ee asymptotischen 
Wert einsetzen, geschrieben werden 


(-1)R.2.e *.1cost| 2 Van — = en 

u _— 
2az(n—1)n? 

Dabei sind in # alle von » unabhängigen Faktoren enthalten 


Die Glieder der Reihe (1) werden also mit wachsenden Werten von 
n unendlich groß wie 


3. 
n? 


Wir finden damit das folgende Resultat 


Die Borelsche Funktion 9,,(#) läßt sich in dem beliebig 
großen Intervalle (0, d) in eine nach den Hermiteschen Funk- 


tionen fortschreitende gleichmäßig konvergierende Reihe 


249, Be 


Pole) =D’? U.) 
0 


entwickeln. Die Glieder der Entwicklung werden unendlich 
klein wie —- 
n? 


8 6. 


Die 7'-Funktionen und ihre Anwendung 
auf unser Problem. 


Eine andere Klasse von Funktionen, die für ein unendlich großes 
Intervall definiert sind, bilden die zuerst von Sonin!) und später von 
Gegenbauer?) näher untersuchten T7-Funktionen. Sie treten in 
einem speziellen Falle auch in einer Arbeit von H. Laurent?) auf, in 
der die bisher zur Entwicklung von 9,,(%) angewandten Funktionen 
von einem gemeinsamen Gesichtspunkte aus behandelt sind. 

Sonin bezeichnet als 7-Funktion den folgenden Ausdruck: 
> 1)* zn — A 


(m) \ 
(a) IT, @)= I’ HTn Hr mn N 


N) 


worin n eine ganze positive Zahl, m eine beliebige Zahl bedeutet. 
Nach Gegenbauer kann man diese Funktion auch schreiben in 
der Form eines Differentialquotienten: 


' m) En rear" IE —zym-+n 
e> Ta) = m ee) 


Diese T-Funktionen genügen einer Differentialgleichung 2. Ordnung: 


(b) 


ECO (i Em nn) 250 +79) = 0, 
x 


dx” x dx 
oder in anderer Schreibweise (Gegenbauer): 
arm) 
(b") A le-zantı - 2) + ne", (x) = 0. 


Die Funktionen mit verschiedenen Indices n sind durch eine Anzahl 
von Beziehungen miteinander verbunden: 


1) Sonin, Math. Annalen, Bd. 16 (1880) Nr. 40 8.41. 

2) Gegenbauer, Wiener Sitzungsberichte Bd. 95, (1887) 8. 274. 

3) Laurent, Sur le calcul inverse des integrales definies, Journal de Mathe- 
matique, 3. serie t.4 (1878), p 225. 

Siehe auch Burkhardt (a. a. O.). 


(c) (m +n-+1) en = = == 
m) (x) d 

(a) en, 

re 

BT 

Aus (d) folgt weiter: 
N) 

(f) © en —- nT,” (x) + Ti ı(R). 


Ersetzt man in dieser Gleichung » durch (n +1), so erhält man mit 
Hilfe von (ce) und (f) noch die folgende Relation: 


(s) n+l)(m+n+ 1) 77 1(&) +(m +2n—1-—x) en + T,>,(«) —(). 
Sonin gibt noch das folgende Integraltheorem an, welches für die 


Entwicklung einer beliebigen stetigen Funktion in eine nach den 7,” 
fortschreitende Reihe von Bedeutung ist: 


fer” @) T” («)de=0, für n-#y 
(h) 0 
m m 1 
Jean ode pagmgorap 9-7 


Gegenbauer hat gezeigt, daß man zu den 7-Funktionen gelangt, 
wenn man die Exponentialfunktion e** nach Potenzen von « entwickelt, 
und zwar ist: 


G) A+a)-"mmedte—=- SG I(m+n+1)7” (a) = DI, (2) on. 
S = 
Dann kann man bekanntlich für IT,” (x) auch Kur 


ra 
(m) TS 
()  Tlimtn+ 1,7” (a) = II”) — re Dr 
Setzt man hier = — «, so folgt: 


ix x 


 1-t 1a 
f m) (z, al). e ET RE e dt 


und wenn weiter gesetzt wird: 


so folgt: 


(k") IL” (x) Ai = 


lea + 2m trdz. 


ET 


Jedes der Integrale (k), (k'), (k") ist hierbei über einen Kreis um den 
Nullpunkt herum zu erstrecken. Den besonderen Fall m = 0 hat Laurent 
(a. a. OÖ.) behandelt. 


Die eben angegebenen Integrale sind nun von der Form: 
1 dt 1 

wobei man von M zu J mit Hilfe der Substitutionen: 

FH A 1) 
I ge 

gelangt. Für Integrale dieser Art haben nun Darboux!) und unlängst 
Hamy?) Methoden angegeben zur Bestimmung asymptotischer Werte 
für den Fall, daß » immer mehr wächst. Im vorliegenden Falle sind 
aber diese Methoden nicht verwendbar, da die Funktion F'‘(t) in dem dem 


Nullpunkte nächstgelegenen singulären Punkte {= + 1 jeden beliebigen 
Wert annehmen kann. Es ist nämlich hier: 


Fi) = et-!(1— Hm-14, 
Hier hat nun L. Fejer?) die asymptotischen Werte bestimmt. Er be- 
trachtet die Entwicklung: 
1 
FE 
ae Peer + Ya lt Yr 12° + oc Yn-t"+ .. 


wo o eine beliebige reelle Zahl ist, und findet: 


Die linke Seite von (i) läßt sich nun schreiben: 
—tz x 


(im ei-t — er {)-m-1e-1. et, 


Wir erhalten somit: 


x 


v—1 


a DIN ++ ).r 


Der Koeffizient von {*” nähert sich also dem Werte: 


1) Darboux (a. a. O.) 

2) Hamy, Sur l’approximation des fonctions de grands nombres, Journal de 
Mathem., 6 serie t. 4 (1908). 

3) Fejer, Sur une methode de Darboux. Comptes Rendus, t. 147 (1908) 
p- 1040. 


EISUHn EL 


sn [evn+(4-"3)-] 
de 2 ) 
T 


T(m+n+1) Adazıı 


’ 


_eır Ep Ar 
en — T(m +n+1)7, (1) Ver 


Es sollen nunmehr diese Funktionen zur Entwicklung der Borel- 
schen Funktion 9,,(%) benutzt werden. Wir haben, wenn das Intervall 
von O bis d reicht: 


(1) Ppa(X) = Dip In (X), 


0 
wobei die Koeffizienten c/”? folgendermaßen bestimmt sind: 


er a", Tm) (x)de 
0 


Por — 
lee "TE TI a)dx 
oder es ist: ; 
I(m+n+1)I(n-+1) r 
24 et!z 
9 7 
Nas--Nalere-=T:” (ar + [Img +(p +1)dje-2r 7” (x) da. 
BE, pa 
q q 


Aus der 2. Form der Differentialgleichung (b’) folgt nun: 


x 
n [esan Ti” a)da — en UT (&); 
0 


bei Berücksichtigung von (f) hieraus: 


x 


(m) ee de= — 2 ex" [n 7X” (x) + TI? ,(x)]. 
Ferner folgt: 


= nln- 1)x- (m+1)] 73” (2) +[In®- -(m+1)]7} a). 


nn — 


(n) (ze ar Ti” (a)de= 


Jetzt läßt sich cd? auf die Form bringen: 


(2) N DU LAN 


und dabei ist: 


rd 
Be: m ie) 
4-6 1 (Eon +7 (2) -ra-m+1g) 72 ,(@) 
rd 
ee 
er ln) In—3 © 
Um die Art der Konvergenz der Entwicklung (1) näher zu unter- 
suchen, wollen wir in (1) für die 7” (x) die asymptotischen Ausdrücke 
einsetzen; dann erhalten wir: 
(29) mm) I(m+n+1)P(n-+1) 1 1 1 
ROI< an Tmintormte) 0 
n* 2 n* 2 
wo in » alle von » unabhängigen Faktoren enthalten sind. Beachtet 
man weiter, daß: 


Tn+tp)=YV2x en" +? 3, 


so folgt: 
po)mm) T’n+1) 1 
| PR? m (x) | Tin man) — 
a 
N 
ER 
u 


Es folgt somit der folgende Satz: 


Die Funktion g,,(x) läßt sich in dem vorgelegten Inter- 
valle von O bis d (d eine positive Zahl) in eine Reihe von der 


Form: u 
nl) = DET“) 
0 


entwickeln. Diese Reihe konvergiert gleichmäßig, ihre 


Glieder werden von der Sten Ordnung unendlich klein. 


ST. 
Darstellung der Funktion 9,.(&) durch trigonometrische 
Funktionen. 


Daß man die Funktion 9,,(%), wie sie Borel definiert, in eine 
trigonometrische Reihe entwickeln kann, die im vorgelegten Intervalle 
gleichmäßig konvergiert, ist für die Darstellung durch eine Kosinus- 
reihe von Krause (a.a.0.) bereits gezeigt worden. Daß man sie natürlich 
ebenso durch eine Sinusreihe oder durch eine nach Sinus und Kosinus 
fortschreitende Reihe darstellen kann, läßt sich leicht zeigen. 


EA 


Man kann damit den folgenden Satz aussprechen: | 

Unter der Annahme, daß a=x ist, läßt sich die Borel- 
sche Funktion 9,,(&) im Intervalle von <=0 bis =x in 
folgender Weise durch trigonometrische Reihen darstellen: 


(1) 9.@) =? + Se : 


(2) 92.8) = D}a,sinvz ; 
1 


(3) b, [ee ee) 
Pla) = + Drb,coorz + >ra,sinrz , 
wenn p eine der Zahlen 1, 2,3,...(g9—1) bedeutet. Die 
Koeffizienten haben dabei die folgende Gestalt: 
pr pri, 
1 len Demurie + fl qz+(p-+]1) n)cosrede, 
ai 
qQ y, 
en nu 


ff gz—- (pP -— Da)siurzda+ ((- gqc+(p+1) a)sinrzde, 
pr 


re a 
g A 
oder: R 
= 
(4) 2q p—1 : pr p+ 
b,=— (- cos r —— + 2 cos r— — cos»? m) 
a RER 1 ee Fr ee a 27 2 Be ee TH BB? 
Gr e rn rpm, 
—1 
(5) ed (- sinr®— x + 2sinr &® — sinr 21%) 
rp q q 
8:4. 
(da) man 


r 2q q 


Die Reihen konvergieren gleichmäßig im vorgelegten Inter- 
valle. 

Die durch (3) gegebene Entwicklung kann man, wenn man die 
Gleichungen (4a) und (5a) berücksichtigt, auch in der folgenden 
Weise schreiben: 


8q De 
(3') Prıle)- "2 sin? 7 eosr(n ). 


SERRRS 
In den Grenzintervallen treten kleine Modifikationen der Resultate 
ein. Man erhält nämlich: : 


b, Ehe, 
6) fürp=0: ; 
3 b (1 e0s”*) 
ap q)?’ F 
b,= 
() fürp=g: 
Dr ze (1 _ cos") cosr m; 
(8) fürp=0: a, 3117® _ sin?®); 
(9) für 9 ig: | 4 in”) COSrT. 
Die Reihe (2) läßt sich, wenn p = (0, in folgender Weise schreiben: 
sin 
95%) Sa: sinri= De —— 3 —- sin rX. 
1 
Die hier Greta Reihe 
R sin rx 
X Ins, Se 
konvergiert nun auf der Strecke: 
eSEe<IT-L, 
gleichmäßig gegen die Grenze: 
T—X 
— 


c und c, bezeichnen hierbei positive Konstanten, die beliebig klein 
gewählt werden können. Desgleichen ist: 
(11) lim ,=- T,=-3) 


n=on 


D 


wenn wir mit 7 die Reihe bezeichnen: 
— (- 1) sinrz 
De >r a 
T 
al 


die wir aus — 5, erhalten, indem wir & durch x — x ersetzen.®) 
Wir schreiben jetzt unsere Reihe, wenn wir den Wert für 5, 
einsetzen: TE ET 


(2") Fu) = (ra) — os 


*) A. Kneser, a.3 O, Math. Annalen, 60. Bd. $ 1, $S. 402. 


BE 

Für die Reihe (1) können wir schreiben (p= 0): 
SE NIKLN 
in? — 


(1") Pog (X) = + r See] cos rX. 
1 


Damit sehen wir, daß die Reihe (3) in folgende übergeht: 


u 44 1. m. en 
(3") f Ya); ra) -7 sin, sin r( =: 


Wenn wir dagegen setzen: p =, so folgt für die Reihe Sc 


© $8in? — -cosrz 


CLYR) Pl@)= 5, edr (1- cos’) COSYrT- BD cosrx; 


für die Reihe (2): 


Bel? 
© S81Nn — COSrT 


3 —(-)sinr® , 2q q L 
P,4(%) = — > >r 2 + = ae sın 7%. 
1 1 


Da der Wert der ersten Reihe, die gleich der mit 7’, bezeichneten 
ist, bekannt ist, so folgt hieraus: 


rt 
© he 


(2"") 9) rt 3 — 1 sinra. 
Endlich erhalten wir für die Reihe (3'): 

BY +22 nt” Tas): 

(3"") PX) = +4 I sin, 7 608 rasinr (« + 2) 


Da die angegebenen Entwicklungen im bezeichneten Intervalle von 
0 bis x gleichmäßig konvergieren, so wird es möglich sein müssen, eine 
ganze Zahl ! so zu bestimmen, daß die endliche trigonometrische 
Reihe reke) die Funktion @,,(2) mit der vorgeschriebenen Genauig- 


keit s darstellt. Man findet, daß dies jedenfalls der Fall ist, wenn 


= R ist. 

Die Entwicklung von cos bez. sin in eine unendliche Reihe, führt, 
wie Krause zeigt, auf die Darstellung der Funktion ,,(x) durch ultra- 
bernoullische Funktionen. Wir wollen darauf nicht eingehen. 


Wir haben uns bisher mit dem Problem beschäftigt, eine im 
Intervalle von O0 bis x stetige Funktion f(x) in eine in diesem Inter- 
valle gleichmäßig konvergierende Reihe zu entwickeln, deren Glieder 

4 


no 


sich in gleichmäßig konvergente Reihen, die nach vorgeschriebenen 
Funktionen fortschreiten, entwickeln lassen. Wir hatten gesetzt: 


fa) lim SD r(2%) 9,,0@) 
ein. > g ) Pra\®). 

Die Annahme, daß f(x) eine periodische Funktion mit der 
Periode x ist, legt den Gedanken nahe, die Funktion 9,,(X%) eben- 


falls periodisch zu wählen. Dann läßt sich, wie Fr&chet!) bemerkt 
hat, f(x) folgendermaßen darstellen: as 


fe) = im Dr) 


Mit dieser Bezeichnung wird man dann, wenn f(x) im Intervalle (0, x) 
zwar stetig, aber nicht periodisch ist, schreiben können: 


Fa) — lim > 27) 8,6); 


und es wird F(x) gleich en sein für 2—0 und ürı. 
jedoch gleich f(x) für alle übrigen Werte vonx. Für $8,,(x) gibt 
Fr&chet dann noch die durch (3’) gegebene Darstellung. 


‘ Der Gedanke, periodische Funktionen durch derartige periodische 
Funktionen zu ersetzen, wie wir es eben getan haben, ist übrigens 
nicht neu. Schon A. Toepler?) hat darauf aufmerksam gemacht, daß 
man Funktionen, die nach Fourier in Reihen durch die Sinus und 
Kosinus ganzer Vielfacher entwickelt werden können, in zahlreichen 
Fällen auch darstellen kann durch andere periodische Funktionen. 

Sei y= + fl+ (& — o2)] eine periodische Funktion [Periode 2x] 
und oe bedeute dabei diejenige ganze Zahl, die dem Werte = am 


nächsten liegt. Dann muß für alle Werte von x von — oo bis + oo 
die Gleichung erfüllt sein: 
+ fl+ @ - o02r)]= oe, since + ,sn22+e,sindc+--- (8.5). 
Toepler fragt nun ($ 2), ob sich eine solche Funktion dazu be- 
nutzen läßt, um nach ihr andere Funktionen in einer analogen Weise 
in Reihen zu entwickeln, wie es nach Fourier durch die Sinus ganzer 
Vielfacher von x geschieht. Sei eine solche zweite Funktion zwischen 
den Grenzen O0, x dargestellt durch: 
(a) F(«)=a,sinz+@a,sin22+qa,sndc+:-- 
1) M. Fr&echet; Formule d’interpolation des fonctions periodiques continues. 
Comptes Rendus 141 (1905) 8. 818. 
2) A. Toepler; Uber eine Erweiterung der periodischen Reihenentwicklung 


und. deren physikalische Deutung. Mitteilungen des naturwissenschaftl. Vereins 
in Steiermark. Jahrgang 1872. 


ER] 
Ist nieht eine ähnliche Reihenentwicklung für F(z) möglich, in 
der wir anstelle von sin die kompliziertere Funktion: 
y-asnz+wsin2c + --- 


treten lassen? Toepler setzt nun, indem er mit m einen veränderlichen 
Parameter einführt, der der Reihe nach die ganzen Zahlen durchläuft: 


(bD) m a,sinme+ %sin2mc + =+fl+ (m& — om2r)). 
und bildet dann die Reihe: 

(e) Fe&)= Ay + A + A y+:- 

oder: 


(d) F(a)=+ A fl @- 9 2m)] 3A ft 28-9,28)]+ A, f[+ 80-9, 20)]t--- 

Er kommt dann zu dem folgenden Ergebnis: „Wenn bei der 
Entwicklung irgendeiner Funktion F(x) gemäß Gleichung (d) 
durch irgendeine zweite Funktion f(x) eine absolut kon- 
vergente Koeffizientenreihe zum Vorschein kommt, so ist F\«) 
auch jedenfalls entwickelbar nach allen Funktionen (x) und 
v(x) usw., welche sich zur Darstellung von f(x) als geeignet 
erwiesen haben.“ (8.12). 


Wir erkennen, wenn wir für f(x) die Funktion S,,(x) und für die 
Konstanten A die speziellen Funktionswerte 2) wählen würden, daß 


wir dann gerade das von Borel resp. Frechet angegebene Problem haben. 
Toepler hält jedoch (8. 35) „die Entwicklung (d) dann für nicht zu- 
lässig, wenn die darstellende Funktion zwischen O und x auf einer oder 
mehreren endlichen Strecken den konstanten Wert Null hat, während 
zugleich die darzustellende Funktion innerhalb derselben Grenzen von 
Null verschieden ist.“ Wir haben aber gerade die Funktion $,,(x) 
dadurch definiert, daß sie nur in dem Teilintervalle Per, p+1, 
von Null verschieden ist, außerhalb dieses Intervalls aber den Wert 
Null hat. 

Toepler überträgt dann seine Resultate auf Funktionen, die in einem 
weiteren Sinne periodisch sind ($ 7). Das Intervall O bis x, welches 
bisher maßgebend war für die darzustellende Funktion, läßt sich auf 
das Intervall mit den Grenzen 0, transformieren, indem nur zu setzen 


ist: = x' .. Dann erhält man aus (d) 


(e) Fr) -+Aflt7@'- 020] + Ar +7 @e- 2) |+--- 


Das Verfahren dieser Reihenentwicklung gilt natürlich auch, wenn 
y sowohl, als auch F'(x) durch Kosinusreihen dargestellt werden können. 
4* 


ED 
In diesem Falle setzt Toepler [$ 6]: 


B 
67) Foa)=7 BA tBunr: + DBhmeos 
die Glieder dieser Reihe sind durch die Gleichung definiert: 
(g) Ym= : ß, cos mx + ß, cos 2m& + "= fl+ (m& — 0m2%)]. 


Anderseits soll gelten: 
(h) Fao)= + b,cosc + b,cos2xc+--- 


Dann zieht er denselben Schluß betreffend die Gleichwertigkeit der 
beiden Darstellungen (f) und (h) von F(x) wie bei den Sinusreihen. 
Endlich kombiniert er seine Resultate. Sei Y = F'(x) die gegebene 
Funktion, so lasse sich dieselbe in zwei Bestandteile Y, und Y, derart 


zerlegen, daß: 1% F«) In x) 
In et 


& Fa) -F-®o 


Y; 5 


ist. Dann hat man: 
Y-%4 b,cosx +b,c082C +: - 
Y,„=a,snz+a,sn2c +:-- 
Man habe nun 2 Funktionen p(x) und »(x) derart gewählt, daß: 
9a) + ß,cosx + P,cos2c + -- 


vl) +, sinc+w,sin2x +--- 


und sich überzeugt, daß Y, und Y, durch (x) und (x) periodisch 
darstellbar sind; dann ist bewiesen, daß 


Fa) =5 + Bıpl+ @ - 2@7)]+ Bpl+ 2x - 2m] +: 
+ Av [+ @- 922) + LVUl+ (28 - 82m7)]+::: 


Toepler zeigt zum Schluß an einer Anzahl von Beispielen die Richtig- 
keit seiner Schlüsse. 


Wir wollen jetzt annehmen, daß wir eine ganze Zahl / derart be- 
stimmt haben, daß die Funktion: 


er) 4 b,cos x +b,0c082% +: -- +bı-ı cos (Ü— 1) 


die Funktion 9,,(%) mit der gewünschten Annäherung darstellt. Dann 
werden wir, da wir es mit einer endlichen Anzahl von Gliedern zu tun 


EC a 


haben, offenbar die Reihenfolge der Glieder beliebig ändern können, — 
was im allgemeinen für die unendlichen Reihen natürlich nicht zu- 
lässig ist, Wir sind jedenfalls berechtigt, den folgenden Ansatz zu 
machen: 


fa) + B,cos@ + B,cos 2% + --- + B,_1eos (1 — 1)«. 
Es ist Dune: 
er Ze a a 
f(&) TO (7 + "( cos a (1 cos 7 )eos 2« + 
- 7 
e + 0-1 a ; u UEDE| 
1 p pe pm _ ei 
Haar let @l-e cos m + 2cos? Lee - x|cos« 
Hu -estzirt 2omdtt- cms gPr+l ee 
| END} d=np=_ ra, ur 
a LE zul er 7c+2cos Co, x |eos(l 1)@ 
7 
er ED al ewd-De] 


Faßt man die Glieder mit den Faktoren cosrz (r=0,1,2,...(l—1)) 
zusammen, so erhält man ? 


B,=[f(0) + Sr) +f@); 


e (1 _ c0s-")cos 27 cos 42 +... 


Br= Bu, |(1- 007) F0)+ (-cosr?—3 m + 2oosr- 2% — oosr PH) FE) 


- \ — C08 = cosy f@)}- 


Die Koeffizienten sind unabhängig von der Zahl !. Wir können 


sie noch geeignet transformieren; dazu beachte man, daß: 
u 


2 »(— cos? + 2cosr* — cosr - a) = 


= — (1- cos") (2) - (eos — C08 ) ae (cos? — cos =)\f(2) 
He) en) 
(eos) 7) He os N) ee 
+ (cosr Ber re 
— — 2sin? in ) +2sin sin” |7(*) -f(7)| +2sing sin |f(7)-/(7)]+: .. 


1 —1 
+2 sin, sin or Ya ra): 


ER 


Daher können wir schreiben: 


Be | > 


Be 


+ (2) — fa) ] sin ° 
Wenn wir dagegen beachten, daß 


SS 
— cosr m + 2eosr - eos? — 2cos 2” Pri1- cos )— 4sin?!T eos 2, 
q q q q 2q q 


so folgt eine weitere Delle für D,.. Es ist nämlich dann: 


B, nn a sin? | 700) + 27(2 ) eos" +2f(7) eos" +--- 


g—1 g—1 
+2f(° =) cosr + flm) cosrm |: 
Wir erhalten das folgende Resultat: 
Versteht man unter f(0), A A . f(x) die Werte, die 


die im Intervall von O bis x stetige Funktion f(x) in den 
Punkten 0, m r a . as z annimmt, so läßt sich 
diese unklion f(«&) im bezeichneten Intervalle angenähert 


durch eine endliche trigonometrische Reihe darstellen von 


der Form: B — 
fa)=—+ >rD,cosre, 
< 


wobei die Koeffizienten 5 die Form haben: 


-, 70) + Se) 


r?n? 


B;= inf ro +2} (7) 00" den a 


8 8. 
Verallgemeinerung der Borelschen Interpolationsformel. 


Die Borelsche Funktion 9,,(x) war definiert worden unter der 
Voraussetzung, daß das vorgelegte Intervall (0, a) in eine Anzahl, 9, 


gleicher Teilintervalle zerlegt sei. Es stellt dann die Funktion 9,,(%) 


Er 1. 
eine gebrochene Linie dar, die nur in dem Intervalle von Eis 


p+1 


—— a von Null verschieden ist und daselbst durch zwei gerade Linien 


q 
dargestellt wird, wie die Figur zeigt. 


ER, = 


Die Funktion 9,,(#) ist nur in dem Intervalle von O bis ” von 
Null verschieden und wird geometrisch dargestellt durch die Ver- 
bindungslinie der Punkte: O, a; ER 0. 9,,(2) dagegen ist in dem Inter- 
valle von a bis a durch die gerade Linie, die die Punkte a, 0 


und a, a verbindet, als von Null verschieden dargestellt. 


0 @ DET pa RED gl a 
q q q 


> | 


Wir wollen jetzt die Annahme äquidistanter Punkte fallen lassen 
und die Borelsche Funktion allgemeiner definieren. 

Sei (a,b) das vorgelegte Intervall. Dann zerlegen wir dasselbe 
in eine Anzahl Teilintervalle, die eine vorgeschriebene Länge Ö nicht 
überschreiten mögen und begrenzt seien durch die Punkte: 

ET N 
Dabei sei also: 
| — +1] < 0. 
Dann wollen wir folgende im Intervalle (a,b) stetigen Funktionen 
9:,(x) definieren: 
Es sei: 


C—& 
92,2) = (da) er für D—ı SC SU; 


= %.41 
9.0) =—-(b-a) — — —- für . <Se<urı; 
r I. 12% X, met nn 
p,@)=0 für ar sa-ı und für >mrı. 
In den Grenzintervallen Kokı und &,_1%„ wollen wir die Funktion 


p(x) etwas modifizieren, und zwar sei: 
für das Intervall von x, bis x: 


P=,(2) = — (db — a) ——, für , Se <ay; 


X —% 


9.2) =0 für >, und 2 <a. 


ae 


Im Intervalle von x,_ı bis x„ definieren wir folgendermaßen: 
°—% 


9:,(0)= (b-a), Eh für «,_ ,<2e<@,; 
Pe (x) RN für <a, , und@e>i,. 


Die geometrische Deutung der Funktionen p(x) ist ohne weiteres 
ersichtlich. Diese eben definierten stetigen Funktionen lassen sich zur 
Darstellung vorgelegter stetiger Funktionen ebenso verwenden, wie die 
von Borel für das Intervall (0, 1) und für äquidistante Punkte de- 
finierten Funktionen 9,,(2). Setzt man nämlich: 


O,„= ar £ a Pr, (=) ’ 


0,1,:.:,n 


so folgt die gleichmäßig konvergierende Entwicklung: 
fa) =D, + > Du-ı). 
2 


Im übrigen ist der Beweis genau so zu führen, wie es Borel 
getan hat. Man gelangt damit zu dem Resultat: | 

Jede in einem Intervall (a, b) vorgelegte stetige Funktion 
f(x) läßt sich in die folgende in dem gegebenen Intervall, 
mit Ausschluß der Grenzpunkte a und b etwa, gleichmäßig 
konvergierende Reihe entwickeln: 


n1=z=& 


f(@) = I,(e) + >’ (I) — I.-1@)), 


wobei gesetzt ist: EE 
I) = a f@,) 2... 


Veen 


1 
Er 9) Pe) < ze 


89. 

Zusammenhang der Borelschen Methode der Darstellung 

stetiger Funktionen mit den von anderen Autoren 
angewandten Methoden. 


Den Gegenstand der vorangehenden Betrachtungen bildete das 
Problem, mit Hilfe der Interpolationstheorie vorgelegte stetige Funk- 
tionen durch eine Summe von Polynomen darzustellen. Wie in der 
Einleitung schon bemerkt wurde, ist das letztere Problem schon mit 


Eh 


Hilfe anderer Methoden*) gelöst werden. Es sollen nun die Be- 
ziehungen zwischen den in den angegebenen Arbeiten befolgten Me- 
thoden und der in vorliegender Arbeit angewandten Methode hergestellt 
werden. 

Die Grundlage unserer Untersuchungen bildet die Funktion: 


6 11,(a) =D) 99) 


Setzen wir: 
(2) y-Il, (X), 
so folgt, daß diese Funktion im Intervalle von x -7 bis & er 


den folgenden Wert besitzt: 
1 ni 1 
3) v=-irl@&)l-g2+(@P+1)al+ rl) [ge - pa], 


oder, wenn wir setzen: 


ra 
E- e 
en Wert: 1 
(8) y- + -WeE-)+ Wi 


d. h. im Intervalle er et.) stellt die Funktion die Verbindungslinie 


der beiden Punkte: (7 Yo) (ei a, Yp-+ ı) dar. 


Yn |Yp+i 
| Yp+2 
:Ip+3 
Pl 2a SH, er2G | 
q 9 q 9 g 
Es folgt also der Lehrsatz: 
Die Borelsche Funktion: 
1 el! 
v-. Dr) 941) 
un. AA 
stellt die polygonale Linie dar, welche aus den geraden Ver- 
bindungslinien der Punkte: 


pa 


besteht. ri Be 


p+1 
> Yp5 q 


*) Siehe die in der Einleitung angegebenen Arbeiten von Runge, Volterra, 
Lerch, Mittag-Leffler, Lebesgue., 


SENT 


Damit sind wir nun aber zu dem Problem gelangt, welches die 
Grundlage der Arbeiten von Runge, Volterra, Lerch, Mittag- 
Leffler, Lebesgue u. a. bildet und haben im vorangegangenen eine 
weitere Lösung desselben gefunden. 

Insbesondere soll jetzt gezeigt werden, daß die Methode von Lerch 
genau mit der von Borel übereinstimmt, nur daß hier der allgemeinere 
Fall nicht äquidistanter Punkte vorliegt, wie er im letzten Paragraphen 
behandelt worden ist. 

Lerch verfährt folgendermaßen. 

Mit Hilfe der beiden Formeln: 


1 a sin Quxn 
a: 
und 1 1 c08 2um® 
iD Er S (<e<I) 
u—1 
läßt sich zeigen, daß unter der Annahme: 
I<Sm <sm<1 


der Ausdruck: 


Re 1 x y, sin 2» 7 (x — &,) — Y, sin 2vr (© —%,) 
Le") - (m —@ ! 1 a no a an 
yı% a 2 JytYy)+t 2 Sr 
v= 
NIE Ye c08 2vr (x —x,)— c08 2vn (2 — %,) 
a 
; : F kt v1 
die lineare Funktion %-Y 
ch a ie) 


darstellt, wenn sich die Variable x innerhalb des Intervalles (x,, %,) 
befindet, während sie gleich O0 wird für außerhalb des Intervalles (x,, 
%,), aber innerhalb des Intervalles (0, 1) befindliche Punkte. 
Seien nun: &%, Zr «++ & reelle Größen, die den Ungleichungen 
genügen: 
(6) DS ent 
und denen die Größen entsprechen mögen: Y%,, Yı, Yar -- - Yn—ı, Yn- 
Dann wird der Polygonzug 


(20/Yo) (CılYı) &alYya) : * * rn -1/Yn 1) (ün/Yn) = L 
durch folgende Summe dargestellt: 


() y-Lle BRH)- DEE 
-|5-2+9|n+ 5 -+2]u+ 3 2 (Ya+1+ Ya) (%a +1— %e) 


In Pe u [eos ZUR — Le) — C08 2vn(o—an)| 


%q Rn 
Yı Yatı 


NO 


Läßt man nun x, mit O und x, mit 1 zusammenfallen, so kann 
man unter der Annahme, daß f(x) eine im Intervalle (0...1) stetige 
Funktion ist, f(x) durch die Funktion L,(x) ersetzen, die man erhält, 
wenn man L nach % Gliedern z. B. abbricht. Der begangene Fehler 
ist dann kleiner als >06, wo 6 willkürlich gewählt ist. 

L,(x) kann nun in der folgenden Weise geschrieben werden: 


(8) Li.(&) = 170) - rı)] (5 _ x) +4 + > (4 cosv« + B,sinvr}, 


wobei: & n—i 


1 
A=%Y — En Yn + > > (Ya Ya+1) (Ce +1 — Da), 
a —=0 
n—1 ie 
1 Jar Yu 
Ale ns SE [cos 2vX&. +1 — cos 2vax.], 


922 


2 1 U 
B,= E5 m [sin 2vx&, +1 — sin 2vr2.]. 
0 


Daß dieses Resultat mit dem von Borel erhaltenen übereinstimmt, 
ist leicht zu sehen. Wir ordnen ZL,(x) nach den y., schreiben also L, 
in der Form: 


(9) u) 
0 
Der Faktor von Ya: Ya(x) ist dann gleich: 
dalz) = (et — Da —ı) 


Te s18c08 ZVTR,-CB2vnE,_j COS2VnE, 1] C082vnX, 
regE Sr ee | eos ZVTE 
gl - | I rı I 
ı en sin 2vxr&, — sin2vna,_, an sin 2yrX,,,— Sin2vau,T , 0 
u I ee re | ALSTER: 
& @a—1 @a+1 & 


Damit sind wir aber zu einer Reihe gekommen, wie wir sie im $ 7 
betrachtet haben, wenn wir annehmen, daß . (a=1,2,...n—]1) 
äquidistante Punkte im Intervall ©,=0 bis ©, =1 sind. 


Man kann ja Y. auch so schreiben: 
Ta Ic-t1 


dal ee et Dorı De 
a—1 


"ati 
k An Lu 
+ 2 > fe „ 008 2vacde en - cos 2Zvnadı(cos 2vn& 


1 Be 


c+1 


-H >> - sin 2Zvnad VER - sin 2vnade (sin 2vna. 


Hieraus folgt aber, daß: 


dal) = —ı. für 1 Se Sn 
(10) Ha) —H für m<a<terı, 
ee EM 


bela)=0 fr 2 <a: und fir ao 


Diese Funktion %.(x) stimmt also überein mit der im vorigen Para- 
graphen definierten Funktion, die wir als eine Verallgemeinerung der 
von Borel gegebenen bezeichnet haben. 

Der Vollständigkeit halber soll auch noch %,(z) und »,(x) an- 
gegeben werden. Wir erhalten für den Koeffizienten von y, in L;() 
ee Ausdruck: 


& a 
NED er og 
1 ([c0o82» n&%, — CO82vrX, sin2vnra,— sin2vr& 
—! —_—teos2rae + ol ). 
> — | a -r Er, sin2vn& 


Zu es gelangt man aber auch, wenn man die Funktion: 


(11) d,(e) = — 


%— % 


in eine nach den Kosinus und Sinus fortschreitende Reihe entwickelt 
und dabei beachtet, daß die Reihe 


2 sin?vrx& 
1 
konvergiert unter der Annahme 0 <x = 1 und den oben 9. 48 ge- 


gebenen Wert hat. 
ae Sen ıb„(x) von y, lautet: 


Br 
ae —C082 PC, _ 9 sin 2vx%& „sn2vna,_ 0 
a et VAL si . 
ur %, 0%, 34 > Di EHE 


Er stellt die trigonometrische Reihe dar, die man erhält, wenn man 
die Funktion: een 


(12) %.(2) = — a 


%,—% 


n—1 


entwickelt und dabei ebenso die Grenze der Reihe I} a beachtet. 


Es ergibt sich somit das folgende Resultat: 
Eine jede im Intervalle von 5=0 bis m—=1 definierte - 
stetige Funktion f(x) vonx läßt sich in diesem Intervalle 


Ta 3 Da 


durch die polygonale Linie Z, mit beliebig vorgeschriebener 
Annäherung approximieren, mit Ausnahme der Grenz- 
punkte z#, und #,, da in diesen die Reihen %,(x) resp. %,(x) 
aufhören, gleichmäßig zu konvergieren. 


Der Polygonzug wird dargestellt durch die Gleichung (8) 
oder (9): = 
Y = Day da (X), 
0 


wobei die Funktionen %.(x) die durch die Gleichungen (10) 
bez. (11), (12) gegebene Form haben. 


Andere Arbeiten, die sich mit der Darstellung stetiger Funktionen 
befassen, beruhen auf folgender Grundlage. 

Versteht man, wie vorher, unter ,= 4, %, % --: %n=b reelle 
Größen, so wird man eine im Intervalle (a, b) stetige gebrochene Linie 


p(x) definieren können durch ‘den folgenden Ausdruck: 
1, 


(13) p(x) = Y,(%) + >> [Pp+1(8) — 9,(2)] a (% — ®), 
wobei 9,(x) den Wert besitzt: 

_%, 
(14) Pr(2) = Yp-ıt eo (Yp— %-ı) 


und mit «(x) eine Funktion bezeichnet wird, die für «> 0 gleich 
Null ist, für << 0 gleich 1. Ordnen wir die rechte Seite von p (x) nach 
y mit steigendem Index, so ist der Faktor von y, der Br Ausdruck: 


U % x x 
15) ee Be + lee Nr 
u (&p - Ne 0, a1, (& —z, (Rp + ). 
Diese Funktion stimmt mit der im $ 8 definierten ae überein, und 
wenn wir insbesondere setzen: ED 
„= 
q 


mit der Borelschen Funktion p,,(x), gebildet für das Intervall von O bis 1. 
Man wird nun mit Hilfe der Funktionen «(x) neue Funktionen 
P,.(&) aufstellen können, wie es in den angegebenen Arbeiten von 
Runge, Mittag, Leffler und Lebesgue geschehen ist. 
Wir wollen insbesondere für «(x) die Funktion ß(x) setzen, die 
Lebesgue aufgestellt hat. Betrachten wir nämlich den Ausdruck: 
z[1—- 20(x)], 
so stellt dieser eine stetige Funktion von x dar und ist gleich dem 
absoluten Werte von &. Wir wollen diesen absoluten Wert von & 
mit Yx? bezeichnen und Yx? in eine Reihe entwickeln: 


Vx? SE er — 2 ——-- .(— 1)” +1. Sn a+R, s 


Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmäßig für -1<z<i1; 


u lee 


ersetzt man 2 durch «?— 1, so konvergiert die Reihe in x gleichmäßig 
Man wird somit ein Polynom P(z) derart 


zwischen — 1 und +1. 
bilden können, daß 


v®-P()|<e 


Ersetzen wir jetzt in obigem Faktor von y,, also in (15), die 
Funktion «(x) durch die Funktion ß(x), wobei: 


(16) 
so erhalten wir: 
1 
2 I En Vm-1— 2° 2a, 


(17) 


ae ee UV — 2)? x)+ 


Sn FR 


— Ve x), 


oder, wenn wir die absoluten Werte in üblicher ie so 


ist dies gleich: 


ee 
2 K,—® 1 


ni 2 (&,— 


Es "1 


1 
ee ee, 


Damit sind wir aber zu einer Dartalag der Borelschen Funk- 
tion gekommen, wie sie Potron!) auf Grund einer Formel von 
Bernstein?) benutzt hat, um einen allgemeinen Ausdruck für P,,(&) 


zu erhalten. 


Anhang. 


Tabelle der bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen auftretenden 
Koeffizienten er ? für dieWerten—=1 bisn = 6 und für g=1 bisg =". 


1-.3-5- an] ” A = )n—-2)(n—3) „ 
P.@)= |  2.(2n =“ "+5 4.(an—1)(2n—3) 
P,&)=1 

oe 
1 
B@=3l®- 3], 
: 3 
P,(&) 10 Zeh 
35 6 3 
P)= Et 72 
Pa) | Frtze) 
231 15 5 5 
Po) = 7 r net nei’ 

= 21 105 35 

Pı@) = Te 1% 15% a am) 
28 


20 - 
P,(&) = eis, = + 


7 
a 
rt ar 


ee : Er ; : P e), 
P,(&) = ag [® mer , a? Toa31 Saar 
ER a 
Pa) 6 | tt rt 
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1) Potron, Sur une formule generale d’interpolation. Bulletin de la Societe 


mathematique de France, t. 34 


(1906) p. 52. 


2) S. Bernstein, Sur l’interpolation. Bulletin de la Soc. etc., t. 33 (1905) p. 33. 


N lern 


‚er _ er 4 ev ey ar 
> 2r+2! \g, es 
a. 2, 
q 
ER: 
o—z- nn - (69? -5)p); 
101 
9-15 31dpt — (6 Np?+ 39-15 +)» 
— [693 p° — 385 (20° —3)p° + (dt — 3öQ?+ 21)p); 
: ar 2730 (69°— 11)p! + 1092 (5g*— 159°+ 11)p* 
° 128g — 13(20 9° — 70g* + 849? — 33) 
EN | 1716p'—(27729?-6006)p°+(1260g'-4620 9?+4004)p° 
ERSEEPERT, — (140 g°— 630g*+ 92499? — 429) p 
pe Ir=1|»=2|1r=3 |p=4|»=5]p=6lp=7 
: 30p*— 35 5 
=? 64 m 
. 309° —85 55 35 
Bi. 216 2316| 216 
Be) 30 p?—155 125 35 115 
erh 512 IATT ENATH A 
2 30p?—355 325 235 85 125| 395 
EN 1728 — 1728| ımas|ı 1T2as| 1728 1728 
4,7 30p°—485 Be _215| 5 | 265 | 595 
ezuake 2744 2744 Arad 27a 2744| 2744 | 2744 
op® |»=1|»=2|»=-3 |» =4|p=5|»=-6|»=7 
_ 9 10p°- 133p “te | 
IraR Dr 128 
70p°— 343 p 91 7 
iz 648 16. 
4 709° — 637 p 567 a 
dan 2048 2048 | *2048 | 2048 
Ei: 70p° — 1015p 189 294 231 84 
En 5000 "1000 | 1000 | 1000 | 1000 
6 70p° — 1477p 1407| 2394| 2541| 1428| 1365 
m 10368 ” 10368| 10368|” 10368] 10368] 10368 
an 70 9° — 2023 p 1953| 3486| 4179| 3612| 1365 | 2982 
=— 0.199208 19208) 19208] 19208| 192081 19208!| 19208 . 


— 64 — ® 


»—2|p-3 |p-4|p-5 |p-6 9-7 


cp? p= 1 
2 3159* — 765p°-+ 273 177 
re 512 512 
en 315 p*-2115p?4+1803 ee 
aaa 3888 " | 3888 | 1296 
4 315 p'-4005p°+4+6213 2523| 4767| 4317 | 
(Ems 16384 16384| 16384| 16384 
_ 5 315p'-6435p®H15771 | 9651| 4929| 16629] 6549 
Le 50000 50000 500001 50000) 50000 
=: 315p°-9405p9°433393 | 24303 | 813 | 25737 | 36447 | 4857 
er 124416 124416 124416| 124416 124416| 124416 
_7 315p*-12915p®+62643 | 50043 | 16023 | 28077 | 63357 | 63357 | 5943 
üzers 268912 268912 268912] 268912| 268912] 268912268912 
cp? Hl »-2|p»-3|p=4 p=-5 |p—-6 p-1 
9 693 p° — 1925p° + 13319 99 
Imre 1024 1024 
o 69395 - 5775p° + 101319 561 209 
se 11664 1296 648 
4 693 95° — 11165 p® + 36311p 25839 | 2739 24123 
De GE 65536 | 32768 | 65536 
5 69 »°—18095 p®-+ 93731 p | 72329 | 36439 | 38979 18381 
end 250 000 | 250000 | 125000 | 250000 | 62500 
_6 693 2° — 26565 p°-+ 200211 p| 174339 | 105039 | 51777 | 47421 | 30789 
Ke 250000% 250000 ‚125000 | 250000 | 62500 | 50000 
_7 693p°—36575p° + 377531p | 341649 | 242319 | 313467 | 30261 | 518595 | 123123 
Mr 1882334 |1882384 | 941192 | 1882384 | 470596 1882384 941192 
cp | »-1 I»=2|»-3 |p=-4| p=5 
9 120129° — 35490 p*+ 41496 p?— 6019 11999 
Lern 16384 16384 
3 4004. p° — 39130 p* + 102284 p? — 41743 25415 2431 
er 93312 93312 | 93312 
N 12012 p°— 232050 p!+11476929?—849043| 78611 797693 559117 
Sue 2097152 i 2097152 | 2097152 | 2097152 
5 120129°—-379470p*+3015012p°—3520595| 873041 | 3236701 | 1634191 | 3223571 
Jen 10000000 "10000000 | 10000000 | 10000000 | 10000000 
6 6006p°—279825p*+ 3249246p°—5475600| 2500173 | 3428568 | 5480163 | 522288 | 5266325 _ 
E 17 915 504 17915904 | 17915904 | 17915904 | 17915904, 17915904 
_7 120129°-772590p‘+12318852p?-28456909| 16898635 | 9225827 | 28589717 | 20062835 | 15666859 
ER 105413504 105413504 105413504 105413504/105413504| 105413504 


p=6|. 25823005 
x g=7j' 105413508 


Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit erhielt ich von 
Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr. M. Kravse. 
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Dank auszusprechen. 


Lebenslauf. 


Ich, Hermann Paul Lehmann, a lalberise er 


fession, wurde am 10. September 1884 zu Dresden 
Nach dreijährigem Besuche der höheren Volksschule zu Pla 
bei Dein besuchte nn von en 1894 bis Ostern a 


Dueeilen een ie hole ich vor im M 
matischen Seminare des Herrn Geh. Hofrats Prof. Dr. M. K 
Von Michaelis 1907 bis Michaelis 1908 a ich der Uni: 


zur lerdug meines Pröbajähres zugewiesen. a Exam E 
rigorosum bestand ich am 11. November 1909. | 


